Fourierova transformace

Co to je
K ¢emu to je?
Jak se to pocita?

6. 11. 2023



P¥ipomenuti linedrni algebry
Prostor mlize mit...

Linedrni vlastnosti
> Existence potatku o
> MoZnost stitat vektory (u+ v) a ndsobit skaldrem (o - v)
» PfitomO0-v=o0,1-v=v, atd.

Topologické vlastnosti
Nap¥. skaldrni soucin (u,v) ndm dava
» pojem délky a diky tomu i vzddlenosti

(indukuje normu ||v| = \/(v,v)),

> pojem Uhlu (Ghel mezi u a v je roven 6 = cos™ (%YL 1)),




P¥ipomenuti linedrni algebry

Nap¥. v euklidovském prostoru R¥...

S¢&itani vektord a nasobeni skaldrem funguje po slozkach.

> (X17X27 . an)+(Y1,Y27 s ayk) = (X1+Y1>X2+Y2, e an+Yk).
> o (x1,Xx2,. .., xk) = (axi, axa, ..., axk).

MiZeme definovat standardni skaldrni soudin.

<XaY>:Zf'(:1Xi'YI:X1'Y1 +Xx2-yo+ o+ Xt Yk



P¥ipomenuti linedrni algebry

Baze

Mame-li n&jakou bazi B = {by, ..., by} prostoru R¥, mizeme k
libovolnému vektoru v € R¥ najit jeho soutadnice (si,.. ., sx) Vii
bazi B.

Vektor v Ize samoziejmé& ze soufadnic zrekonstruovat.



P¥ipomenuti linedrni algebry
Ortonormalni baze

Baze B = {bs,..., bk} je ortonormdini, pokud
» kazdy vektor b; ma jednotkovou velikost (tj.
[1bill = \/{bi, bj) = 1) a

» kaZdé dva riizné bazické vektory b, b; jsou navzdjem kolmé
(ortogonalnf)
(t. (br, bj) = O kdykoli i # j)

o

Pak pro libovolny vektor v a jeho soufadnice (si, ..., sk) vaci b
plati:

k k
bl> = <Zs.lijb’> :ZSJ<ijb> =S <b”b> = Si
j=1 j=1

TakZe s; = (v, b;) a



Prostory funkci
| t¥ida redlnych funkei {f : R — R} tvofi linedrni prostor:
> funkce mizeme stitat: (f + g)(x) = f(x) + g(x),
» umime nasobit skaldrem: (a - f)(x) = a - f(x).
» Konstantn& nulovd funkce f(x) = 0 pak tvofi potatek
prostoru.

Dokonce analogicky miiZzeme definovat skalarni soudin:
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Prostory funkci
| t¥ida redlnych funkei {f : R — R} tvofi linedrni prostor:
> funkce mizeme stitat: (f + g)(x) = f(x) + g(x),
» umime nasobit skaldrem: (a - f)(x) = a - f(x).
» Konstantn& nulovd funkce f(x) = 0 pak tvofi potatek
prostoru.

Dokonce analogicky miiZzeme definovat skalarni soudin:
Tak jako jsme v RK méli (u, v) = Zf-;l ui - v,

(Fg) = /R F(x) - g(x)dx

POZOR: Integral mizZe vyjit nekone¢ny, a nemusi ani byt
definovany!

Proto takovy skaldrni sou&in funguje jen na podprostorech

{f : R — R}. Nap¥. na linedrnim prostoru L? (prostoru mé&fitelnych
funkci s kone¢nou normou, kde identifikujeme skoro vSude stejné
funkce).
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Historicka vsuvka

Joseph Fourier v roce 1807 vyhrdl cenu Francouzské Akademie za
FeSeni rovnice vedeni tepla.

To se mu podafilo pravé diky rozvoji funkce na ¥adu
trigonometrickych funkci.

Uk&zal tak napfiklad, pro€ si (ve Francii) chcete zakopat vodovodni
trubky zhruba dva aZ t¥i metry pod zem: €asovy posun teplot je zde
zhruba pil roku, takZe je tu nejtepleji v zimé a nejstudengji v [ét&.



Historicka vsuvka

Vzpomefime, Ze podobny koncept uz zname od Taylora (z roku
1715):

Taylor, rozvoj na polynom:

> f£(n)(4
> oy

n=0

Fourier, rozvoj na trigonometrické funkce:

(f,¢ (f, tn)
<¢0 ¢0 + Z ( anv@bn )+ <¢n;¢n>wn(X))




Historicka vsuvka

SOLVING PARTIAL DIFFERNETIAL
EQUATIONS WITH INFINITE
TRIGONOMETRIC SERIES

and basically,
Lagrange is fucking stupid

How? ...Just attend
the Polytechnique >




A\ A
VYN




(Spojitd) Fourierova transformace
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(Spojitd) Fourierova transformace

Pro¢ se omezovat na funkce typu sin #7*7

Co kdybychom misto n dosadili libovolné redlné &islo? Dostaneme
pak (nespocetn& nekonetnou) bazi n&jakého obecn&jsiho prostoru?

Spoiler: Ano, dostaneme.

Ale pljdeme na to trochu chytFeji. Exponencidla ndm hodné
usnadni praci...



(Spojitd) Fourierova transformace
Pomohou komplexni &isla.

Vzpomeiime na Eulerliv vzorec:

e'Y =cosp+isinp

Ktery naraz implikuje

COSX = —————

Proto nepfekvapi, Ze (nespocetné nekonednd) mnoZina

{e™ | t € R} generuje dost obecny prostor funkci. Vektory
(funkce) této ,baze" jsou po dvou ortogondlni (ve smyslu d¥ive
definovaného skaldrniho soutinu).
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(Spojitd) Fourierova transformace

Misto redlnych funkci {f : R — R} ted miZeme funkce uvaZovat
jako komplexni {f : R — C}.

Fourierova transformace f funkce f : R — C je opét funkce
f:R—C.

V bod& t se vyhodnoti na koeficient f u bazického vektoru e, tj.

N

1 —itx
o) = o= /IR F(x)e .

Inverz: zp&tnym dosazenim koeficientl dostaneme inverzn{
transformaci (pro ,,dobfe vychované” f):

f(x) = /R f(t)e™dt






Fourierova transformace: vyssi dimenze

P¥echod k bazi {e™} namisto trigonometrickych funkci ndm navic
umoziiuje p¥imotaré zobecnéni na funkce libovolné (kone&né)
dimenze.

{f:Rk—>(C}

Pro t € RX

~ 1 .
e —I(t,X>
f(t)= (om)k72 /]Rk f(x)e dx



Fourierova transformace: vyssi dimenze

P¥echod k bazi {e™} namisto trigonometrickych funkci ndm navic
umoziiuje p¥imotaré zobecnéni na funkce libovolné (kone&né)
dimenze.

{f:RK = C}

Pro t € RX

~ 1 .
— —I(t,X>
f(t)= (om)k72 /]Rk f(x)e dx

Inverzni zobrazeni je pak



Zpéatky na Zem

Pocita nikdy nepracuje pfimo se spojitou funkci. Intenzitu signalu
méfime v N pravidelné rozmisténych bodech, ¢&imz dostaneme
vektor hodnot (xg, X1, - .., XN—1)-

s(t)
S.

9 10 11 12 13




Diskrétni Fourierova transformace (DFT)
Fourierova transformace zcela analogicky funguje v tomto
diskrétnim p¥ipadg.

Zde mame N-prvkovou ortogondlni bazi
{(eFtm), [0<t< N—1}.
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Diskrétni Fourierova transformace (DFT)
Fourierova transformace zcela analogicky funguje v tomto
diskrétnim p¥ipadg.

Zde mame N-prvkovou ortogondlni bazi
{(eFtm), [0<t< N—1}.

Diskrétni Fourierova transformace vektoru (xp, ..., xy_1) je
vektor (Xo, ..., Xn—1):

X)t =Xt = an ~fm

Explicitni vzorec pro inverz je

18 @
Y > Xe-ew
t=0
Takze F(X)™ 1 = (X) (uvidime, Ze inverzni transformaci

dokadZeme poditat stejne jako tu standardni).



Diskrétni Fourierova transformace (DFT): vy33i dimenze

V dimenzi d, tj. pro vektory (Xp, ny,....ny)s Nk € [Nk] transformace
taky funguje.

Tady



Rychlad Fourierova transformace (FFT)

_ 2w

DFT F(xo,...xn—1) = (Z,’}’;Ol Xp - € N ™), N-slozkového vektoru
(pro N = 2k) miizeme potitat metodou rozdél a panuj:

Vstup: N = 2k, vektor (%0, - -+ XN—1)

2w

Navic , charakter" w = e N .

» Pokud N =1, vratime Xy = xp.

» Jinak se rekurzivné zavoldme na sudé a liché indexy zvlast:
> (507 R 751\1/2_1) — FFT(N/2, (Xo,X27 A ,XN_Q),wz).
> (60’ s 7€N/2—1) A FFT(N/27 (XlaX3a s aXN71)7w2)'

» Poskldddme vysledné DFT: iterujeme j =0,...,N/2 — 1:
> X+ s + - ¢
> Xiinjz <5 —w -



Rychlad Fourierova transformace (FFT)

_ 2w

DFT F(xo,...xn—1) = (Z,’}’;Ol Xp - € N ™), N-slozkového vektoru
(pro N = 2k) miizeme potitat metodou rozdél a panuj:

Vstup: N = 2k, vektor (%0, - -+ XN—1)

2w

Navic , charakter" w = e N .

» Pokud N =1, vratime Xy = xp.

» Jinak se rekurzivné zavoldme na sudé a liché indexy zvlast:
> (507 R 751\1/2_1) — FFT(N/2, (Xo,X27 A ,XN_Q),wz).
> (60’ s 7€N/2—1) A FFT(N/27 (XlaX3a s aXN71)7w2)'

» Poskldddme vysledné DFT: iterujeme j =0,...,N/2 — 1:
> X+ s + - ¢
> Xiinjz <5 —w -

= Diky tomu dokaZeme DFT pocitat v &ase O(N log N).



Konvoluce

(4%0)
Center element of the kernel is placed over the Eg : g;
source pixel. The source pixel is then replaced 0x0)
with a weighted sum of itself and nearty pixels. }0 e

Source pixel




Konvoluce
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Konvoluce

Spojitd konvoluce:

(fxg)(x) = (27r1)d/2/Rd F(y)g(x — y)dy

Diskrétni konvoluce:

(fxg)(n) =) f(m)g(n—m)=7 f(n—m)g(m)

m m



Konvoluce

Inputimage Convolution Feature map
: Kemel
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Konvoluce
Vzpomeiime na definici Fourierovy transformace:

~ 1 .
— 7’<t7X>
f(t) = (2m)72 /]Rd f(x)e dx

a porovnejme s definici konvoluce
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Konvoluce

Vzpomeiime na definici Fourierovy transformace:

N 1 .
— 7I<t7X>
() = e /Rd Flx)e () d

a porovnejme s definici konvoluce

(F+£)0) = oo [, F)8(x =)y

f(t) = (f = €"“)(0)

)

-
*
o
I
¥
o>



Konvoluce

Vzpomerime na definici Fourierovy transformace:

~ 1 .
— 7I<t,X>
f(t) = (am)72 /Rd f(x)e dx

a porovnejme s definici konvoluce

(F+£)0) = oo [, F)8(x =)y

~

f(t) = (f = €"“)(0)

—

frg=>f-g

Disledek: Konvoluci dokdZeme poditat rychle pomoci FFT.



Konvoluce

Diikaz. Upravujme

Ff () g (0] ()

f l f I (-’)g(-‘f—f)dfli"lmd-r e f f(f)1 f g(.r—f)e'l'”"“clx} dr =
R [ R

R

=

ff(t)[e'z"""‘G(u)] dr = ff(,)e-zm-mdf R G(u) - F(u) . G(u),
E R

(tohle je screenshot ze zapiski studentli Jaderky, kde pouZivaji jiné
znaleni; do prezentace jsem dikaz dal jen k ukdzani, Ze nejde o nic
komplikovaného)



Dekonvoluce

Fourierova transformace ndm ale umozni taky po&itat inverzni
transformaci ke konvoluci.



Dekonvoluce

Fourierova transformace nam ale umozni taky poéitat inverzni
transformaci ke konvoluci.

f=(F+g)/&

(samozfejmé& za urcitych podminek na f a g)
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Dekonvoluce

(b)



Dekonvoluce




Dekonvoluce




Shrnuti

Co je Fourierova transformace?

» Operace (resp. tfida operaci) na funkcich, kterd, zhruba
Feeno, popisuje frekvence p¥itomné ve funkci.



Shrnuti

Co je Fourierova transformace?

» Operace (resp. tfida operaci) na funkcich, kterd, zhruba
Feeno, popisuje frekvence p¥itomné ve funkci.

K ¢emu je dobra?
P Zpracovani signald,
P zpracovani obrazu,
P rychlé ndsobeni polynomi,

» ... mnoho dal3ich aplikaci ...



Shrnuti

Co je Fourierova transformace?

» Operace (resp. tfida operaci) na funkcich, kterd, zhruba
Feeno, popisuje frekvence p¥itomné ve funkci.
K ¢emu je dobra?
P Zpracovani signald,
P zpracovani obrazu,
P rychlé ndsobeni polynomi,
» ... mnoho dal3ich aplikaci ...
Jak se potita?

» Pomoci algoritmu FFT (Fast Fourier transform).



Reklama: kde se dozvédét vic

O teorii:
» NMMA331: Uvod do funkcionalni analyzy
> HARD MODE: NMAG533: Principy harmonické analyzy



Reklama: kde se dozvédét vic

O aplikacich:
» NPGRO0O02: Digitalni zpracovani obrazu

» NPFL133: Cislicové zpracovani zvukovych signali



Diky za pozornost.



