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Připomenut́ı lineárńı algebry

Prostor může ḿıt...

Lineárńı vlastnosti

▶ Existence počátku o

▶ Možnost sč́ıtat vektory (u + v) a násobit skalárem (α · v)
▶ Přitom 0 · v = o, 1 · v = v , atd.

Topologické vlastnosti
Nap̌r. skalárńı součin ⟨u, v⟩ nám dává

▶ pojem délky a d́ıky tomu i vzdálenosti
(indukuje normu ∥v∥ =

√
⟨v , v⟩),

▶ pojem úhlu (úhel mezi u a v je roven θ = cos−1( ⟨u,v⟩
∥u∥·∥v∥)).



Připomenut́ı lineárńı algebry

Nap̌r. v euklidovském prostoru Rk ...

Sč́ıtáńı vektor̊u a násobeńı skalárem funguje po složkách.

▶ (x1, x2, . . . , xk)+(y1, y2, . . . , yk) = (x1+y1, x2+y2, . . . , xk+yk),

▶ α · (x1, x2, . . . , xk) = (αx1, αx2, . . . , αxk).

Můžeme definovat standardńı skalárńı součin.

⟨x , y⟩ =
∑k

i=1 xi · yi = x1 · y1 + x2 · y2 + · · ·+ xk · yk .



Připomenut́ı lineárńı algebry

Báze

Máme-li nějakou bázi B = {b1, . . . , bk} prostoru Rk , můžeme k
libovolnému vektoru v ∈ Rk naj́ıt jeho soǔradnice (s1, . . . , sk) v̊uči
bázi B.

Vektor v lze samožrejmě ze soǔradnic zrekonstruovat.

v =
k∑

i=1

si · bi



Připomenut́ı lineárńı algebry
Ortonormálńı báze

Báze B = {b1, . . . , bk} je ortonormálńı, pokud
▶ každý vektor bi má jednotkovou velikost (tj.
∥bi∥ =

√
⟨bi , bi ⟩ = 1) a

▶ každé dva r̊uzné bázické vektory bi , bj jsou navzájem kolmé
(ortogonálńı)
(tj. ⟨bi , bj⟩ = 0 kdykoli i ̸= j)

Pak pro libovolný vektor v a jeho soǔradnice (s1, . . . , sk) v̊uči b
plat́ı:

⟨v , bi ⟩ =

〈
k∑

j=1

sj · bj , bi

〉
=

k∑
j=1

sj ⟨bj , bi ⟩ = si ⟨bi , bi ⟩ = si .

Takže si = ⟨v , bi ⟩ a

v =
k∑

j=1

⟨v , bj⟩ bj .



Prostory funkćı
I ťŕıda reálných funkćı {f : R→ R} tvǒŕı lineárńı prostor:
▶ funkce můžeme sč́ıtat: (f + g)(x) = f (x) + g(x),

▶ uḿıme násobit skalárem: (α · f )(x) = α · f (x).
▶ Konstantně nulová funkce f (x) = 0 pak tvǒŕı počátek

prostoru.

Dokonce analogicky můžeme definovat skalárńı součin:

Tak jako jsme v Rk měli ⟨u, v⟩ =
∑k

i=1 ui · vi ,

⟨f , g⟩ =
∫
R
f (x) · g(x)dx

POZOR: Integrál může vyj́ıt nekonečný, a nemuśı ani být
definovaný!
Proto takový skalárńı součin funguje jen na podprostorech
{f : R→ R}. Nap̌r. na lineárńım prostoru L2 (prostoru mě̌ritelných
funkćı s konečnou normou, kde identifikujeme skoro všude stejné
funkce).
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∑k
i=1 ui · vi ,

⟨f , g⟩ =
∫
R
f (x) · g(x)dx
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funkćı s konečnou normou, kde identifikujeme skoro všude stejné
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Prostory funkćı
Dostáváme se k Fourierovi...

Věta
Množina funkćı

ϕ0 =
1

2ℓ
, ϕn = cos

nπx

ℓ
, ψn = sin

nπx

ℓ
(n = 1, 2, . . .)

Tvǒŕı (spočetně nekonečnou) ortogonálńı bázi prostoru
(2ℓ)-periodických L2 funkćı (resp. prostoru L2(−ℓ, ℓ)).

Takže každá taková funkce f má unikátńı reprezentaci

f (x) =
a0
2ℓ

+
∞∑
n=1

(
an cos

nπx

ℓ
+ bn sin

nπx

ℓ

)
.

an =
⟨f , ϕn⟩
⟨ϕn, ϕn⟩
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Množina funkćı
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Historická vsuvka

Joseph Fourier v roce 1807 vyhrál cenu Francouzské Akademie za
řešeńı rovnice vedeńı tepla.

To se mu podǎrilo právě d́ıky rozvoji funkce na řadu
trigonometrických funkćı.

Ukázal tak nap̌ŕıklad, proč si (ve Francii) chcete zakopat vodovodńı
trubky zhruba dva až ťri metry pod zem: časový posun teplot je zde
zhruba půl roku, takže je tu nejtepleji v zimě a nejstudeněji v létě.



Historická vsuvka

Vzpomeňme, že podobný koncept už známe od Taylora (z roku
1715):

Taylor, rozvoj na polynom:

∞∑
n=0

f (n)(a)

n!
(x − a)n

Fourier, rozvoj na trigonometrické funkce:

⟨f , ϕ0⟩
⟨ϕ0, ϕ0⟩

ϕ0(x) +
∞∑
n=0

(
⟨f , ϕn⟩
⟨ϕn, ϕn⟩

ϕn(x) +
⟨f , ψn⟩
⟨ψn, ψn⟩

ψn(x)

)



Historická vsuvka





(Spojitá) Fourierova transformace

Proč se omezovat na funkce typu sin nπx
ℓ ?

Co kdybychom ḿısto n dosadili libovolné reálné č́ıslo? Dostaneme
pak (nespočetně nekonečnou) bázi nějakého obecněǰśıho prostoru?

Spoiler: Ano, dostaneme.

Ale půjdeme na to trochu chyťreji. Exponenciála nám hodně
usnadńı práci...
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(Spojitá) Fourierova transformace
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(Spojitá) Fourierova transformace
Pomohou komplexńı č́ısla.

Vzpomeňme na Euler̊uv vzorec:

e iφ = cosφ+ i sinφ

Který naráz implikuje

sin x =
e ix − e−ix

2i
,

cos x =
e ix − e−ix

2
.

Proto nep̌rekvaṕı, že (nespočetně nekonečná) množina
{e itx | t ∈ R} generuje dost obecný prostor funkćı. Vektory
(funkce) této

”
báze“ jsou po dvou ortogonálńı (ve smyslu ďŕıve

definovaného skalárńıho součinu).



(Spojitá) Fourierova transformace

Mı́sto reálných funkćı {f : R→ R} ted’ můžeme funkce uvažovat
jako komplexńı {f : R→ C}.

Fourierova transformace f̂ funkce f : R→ C je opět funkce
f̂ : R→ C.

V bodě t se vyhodnot́ı na koeficient f u bázického vektoru e itx , tj.

f̂ (t) =
1√
2π

∫
R
f (x)e−itxdx .

Inverz: zpětným dosazeńım koeficient̊u dostaneme inverzńı
transformaci (pro

”
dob̌re vychované“ f ):

f (x) =

∫
R
f̂ (t)e itxdt
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Fourierova transformace: vyš̌śı dimenze

Přechod k bázi {e itx} naḿısto trigonometrických funkćı nám nav́ıc
umožňuje p̌ŕımočaré zobecněńı na funkce libovolné (konečné)
dimenze.

{f : Rk → C}

Pro t ∈ Rk

f̂ (t) =
1

(2π)k/2

∫
Rk

f (x)e−i⟨t,x⟩dx

Inverzńı zobrazeńı je pak

f (x) =
1

(2π)k/2

∫
Rk

f̂ (t)e i⟨t,x⟩dt.
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f (x) =
1

(2π)k/2

∫
Rk

f̂ (t)e i⟨t,x⟩dt.



Zpátky na Zem

Poč́ıtač nikdy nepracuje p̌ŕımo se spojitou funkćı. Intenzitu signálu
mě̌ŕıme v N pravidelně rozḿıstěných bodech, č́ımž dostaneme
vektor hodnot (x0, x1, . . . , xN−1).



Diskrétńı Fourierova transformace (DFT)
Fourierova transformace zcela analogicky funguje v tomto
diskrétńım p̌ŕıpadě.
Zde máme N-prvkovou ortogonálńı bázi

{(e
i2π
N

tn)n | 0 ≤ t ≤ N − 1}.

Diskrétńı Fourierova transformace vektoru (x0, . . . , xN−1) je
vektor (X0, . . . ,XN−1):

F (x)t = Xt =
N−1∑
n=0

xn · e−
i2π
N

tn

Explicitńı vzorec pro inverz je

xn =
1

N

N−1∑
t=0

Xt · e
i2π
N

tn.

Takže F (X )−1 = 1
NF (X ) (uvid́ıme, že inverzńı transformaci

dokážeme poč́ıtat stejně jako tu standardńı).
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Diskrétńı Fourierova transformace vektoru (x0, . . . , xN−1) je
vektor (X0, . . . ,XN−1):

F (x)t = Xt =
N−1∑
n=0

xn · e−
i2π
N

tn
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Diskrétńı Fourierova transformace (DFT): vyš̌śı dimenze

V dimenzi d , tj. pro vektory (xn1,n1,...,nd ), nk ∈ [Nk ] transformace
taky funguje.

Tady

Xt1,...,td =

N1−1∑
n1=0

e
− i2π

N1
t1n1

N2−1∑
n2=0

e
− i2π

N2
t2n2 · · ·

Nd−1∑
nd=0

e
− i2π

Nd
tdnd · xn1,n2,...,nd

 .



Rychlá Fourierova transformace (FFT)

DFT F (x0, . . . xN−1) = (
∑N−1

n=0 xn · e−
i2π
N

tn)t N-složkového vektoru
(pro N = 2k) můžeme poč́ıtat metodou rozděl a panuj:

Vstup: N = 2k , vektor (x0, . . . , xN−1)

Nav́ıc
”
charakter“ ω = e−

i2π
N .

▶ Pokud N = 1, vrát́ıme X0 = x0.
▶ Jinak se rekurzivně zavoláme na sudé a liché indexy zvlášt’:

▶ (s0, . . . , sN/2−1)← FFT (N/2, (x0, x2, . . . , xN−2), ω
2).

▶ (ℓ0, . . . , ℓN/2−1)← FFT (N/2, (x1, x3, . . . , xN−1), ω
2).

▶ Poskládáme výsledné DFT: iterujeme j = 0, . . . ,N/2− 1:
▶ Xj ← sj + ωj · ℓj
▶ Xj+N/2 ← sj − ωj · ℓj

⇒ D́ıky tomu dokážeme DFT poč́ıtat v čase O(N logN).
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Konvoluce

Spojitá konvoluce:

(f ∗ g)(x) = 1

(2π)d/2

∫
Rd

f (y)g(x − y)dy

Diskrétńı konvoluce:

(f ∗ g)(n) =
∑
m

f (m)g(n −m) =
∑
m

f (n −m)g(m)



Konvoluce



Konvoluce



Konvoluce
Vzpomeňme na definici Fourierovy transformace:

f̂ (t) =
1

(2π)d/2

∫
Rd

f (x)e−i⟨t,x⟩dx

a porovnejme s definićı konvoluce

(f ∗ g)(x) = 1

(2π)d/2

∫
Rd

f (y)g(x − y)dy

f̂ (t) = (f ∗ e i⟨t,x⟩)(0)

f̂ ∗ g = f̂ · ĝ

D̊usledek: Konvoluci dokážeme poč́ıtat rychle pomoćı FFT.
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(2π)d/2

∫
Rd

f (y)g(x − y)dy

f̂ (t) = (f ∗ e i⟨t,x⟩)(0)

f̂ ∗ g = f̂ · ĝ
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Konvoluce

(tohle je screenshot ze zápisk̊u student̊u Jaderky, kde použ́ıvaj́ı jiné
značeńı; do prezentace jsem důkaz dal jen k ukázáńı, že nejde o nic

komplikovaného)



Dekonvoluce

Fourierova transformace nám ale umožńı taky poč́ıtat inverzńı
transformaci ke konvoluci.

f̂ = (f̂ ∗ g)/ĝ

(samožrejmě za určitých podḿınek na f a g)
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Shrnut́ı

Co je Fourierova transformace?

▶ Operace (resp. ťŕıda operaćı) na funkćıch, která, zhruba
řečeno, popisuje frekvence p̌ŕıtomné ve funkci.

K čemu je dobrá?

▶ Zpracováńı signál̊u,

▶ zpracováńı obrazu,

▶ rychlé násobeńı polynomů,

▶ ... mnoho daľśıch aplikaćı ...

Jak se poč́ıtá?

▶ Pomoćı algoritmu FFT (Fast Fourier transform).
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▶ Pomoćı algoritmu FFT (Fast Fourier transform).



Shrnut́ı

Co je Fourierova transformace?
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Reklama: kde se dozvědět v́ıc

O teorii:

▶ NMMA331: Úvod do funkcionálńı analýzy

▶ HARD MODE: NMAG533: Principy harmonické analýzy



Reklama: kde se dozvědět v́ıc

O aplikaćıch:

▶ NPGR002: Digitálńı zpracováńı obrazu

▶ NPFL133: Č́ıslicové zpracováńı zvukových signál̊u



D́ıky za pozornost.


