Reseni cvi¢eni 7

Uloha 1. Pii pouziti standardniho skalarniho soucinu v C? spodcitejte pro
vektory z = (1,3i,1+5i))T ay = (1—14,1,1)T

(a) skalarni soudin (z,y),
(b) normy [z, [[yll;

(¢) vzdalenost x od y.
Regent:
(a) Podle definice je
3
i=1
=1-(1+4)+3i-14+(1+5i)-1=249i.

(b) Opét podle definice

|z|| = VaTz = /14 3i(=3i) + (1 + 5i)(1 — 5i) = VI + 9+ 26 = 6,
lull=vVy'g=v2+1+1=2.

(¢) Vzdalenost mezi vektory odpovid4a normé jejich rozdilu, tedy

[z —yll = [|(i, =1 + 3i,50)" || = 6.

Uloha 2. Jak vypada mnozina viech vektorii, které jsou kolmé na 2 = (1,5,2)7?
Jak obecné vypada mnozina vektort kolmych na jeden fixni vektor v dimenzi
d?

Reseni: Vektor y = (y1,%2,y3)T je na z kolmy, pokud
0= (z,y) = y1 + 5y2 + 2y2.

Mnozina hledanych vektori je tedy popséana rovnici y; + 5ys + 2y = 0, a geo-
metricky tvoii rovinu v R®. Jeji bazi tvoii napt. vektory (5, —1,0)7, (2,0, —1)T.
V obecné dimenzi d je mnozina kolmych vektori déna jednou rovnici a pred-
stavuje nadrovinu R?, tedy podprostor dimenze d — 1 (vyjimkou je x rovné
nulovému vektoru, na ktery jsou kolmé vSechny vektory, a kdy je ona jedna
rovnice degenerované: 0 = 0).



Uloha 3. Rozhodnéte, zda nasledujici zobrazeni piedstavuji skalarni soucin
na prostoru RZ:

(a) (x,y) = z1y1 + 221y2 — 2x2Y1 + 5T2yo2,

(b) (z,y) = —z1y1 + T1Y2 + T2y1 + 4T2Y2,

(¢) (z,y) = T1y2 + T2y1 + 472Y2,

(d) (z,y) = x1y1 + 2212 + 222y1 + HT2ys.
Resen:

(a) Ne, protoze neni splnéna symetrie. Napi. pro z = (1,0)7,y = (0,1)7 je
(r,y) =27 =2 = (y, ).
(b) Ne, protoze pro x = (1,0)” je (z,z) = —1, coZ neni kladn& hodnota.
(¢) Ne. Pro stejné x ted mame (z,z) = 0, coZ neni kladna hodnota.
(d) Ano. Musime ovéfit v8echny vlastnosti skalarniho soudinu:
e Plati
(x,2) = 2% + 4o 2o + Bl = (1 + 220) + 23 > 0.

Hodnota je nulova pravé kdyz z; + 2x2 = 0 a zaroven xo = 0, takze
pravé jen pro nulovy vektor x.
e Symetrie je vidét na prvni pohled.

e U obou druhi linearity je jen potieba rozepsat obé strany pozado-
vané rovnosti a nahlédnout, Ze se shoduji.

Uloha 4. Urcete soufadnice vektoru (3,2,1)7 vici ortonormalni bazi B =

(&1 107, H(-1,1,0)7,(0,0,)7).

Resend: Protoze se jedna o ortonormélni bazi, mizeme vyuzit toho, Ze sourad-
nice dostaneme jako Fourierovy koeficienty:
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Uloha 5. V prostoru R* se standardnim skalarnim sou¢inem naleznéte po-
moci Gramovy-Schmidtovy ortogonalizace ortonormélni bazi Ffadkového pro-
storu matice

Lo
T

Reseni: Gramova-Schmidtova ortogonalizace ndm d& ortonormélni systém
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Uloha 6. Rozsifte ortonormalni systém z pfedchoziho piikladu na ortonor-
mélni bazi R*.

Regeni: V prvni radé potfebujeme 1, x2, x5 rozsifit (néjakym vektorem x4)
na bazi celého R*. Napiiklad pfevedenim zadané matice na odstupiiovany tvar

1 1 11
01 01
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zjistime, Ze nebazicky bude jen &tvrty sloupec, a mizeme zvolit 2, = (0,0,0,1)7.
Ted miizeme pokracovat v Gram-Schmidtovi a dostaneme
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Uloha 7. Dokaite, Ze pro libovolna &isla z, 7, z € R plati
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Reseni: Cuachy-Schwarz pro vektory
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