Reseni cviceni 10

Uloha 1. Pomoci Gaussovy eliminace a determinantt hlavnich vedoucich pod-
matic rozhodnéte, zda jsou nasledujici matice pozitivné definitni.
Najdéte Choleského rozklad téch, které jsou.
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Reseni: A= (aél b;) pro
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a11 je kladné a rekurentni podminka fik4, Ze mame ovérit definitnost matice
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Dalsi iterace ukaze, ze matice je pozitivné definitni.

Totéz bychom ovérili Gaussovkou:
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Diagonéla je kladna.

Zkusme ovéfeni pomoci determinantt hlavnich vedoucich podmatic:
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Vgechny determinanty jsou kladné, matice je pozitivné definitni.

Choleského rozklad matice A je dan matici
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Uloha 2. Diagonalizujte kvadratické formy s maticemi
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Reseni: K diagonalizaci pouzijeme elementérni radkové tpravy. Po aplikaci
radkové apravy musime aplikovat taky odpovidajici sloupcovou.

U matice A si usnadnime préci tim, ze nejd¥iv prohodime prvni a druhy fadek
(a analogicky prohodime sloupce).
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Dale eliminujeme
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Nakonec ode¢teme dvojnasobek druhého Fadku od t¥etiho (a podobné pro
sloupce).
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Ke dalsim dvéma maticim piSu jen vysledky:
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Uloha 3. Uvazme relaci kongruence, kdy A, B € R"*" jsou v relaci tehdy,
kdyZ existuje regularni S, tz. B = ST AS.

(a) Dokaizte, Ze jde o relaci ekvivalence.

(b) Kolik ma tfid ekvivalence?

Resend:
(a) UkaZeme, Ze naSe kongruence je reflexivni, symetrickd a tranzitivni:

Reflexivita ¥ika, Ze pro (libovolnou) matici A existuje regularni S, tz. A =
ST AS. Toto splituje jednotkova matice.

Symetrie ¥ika, ze pokud B = ST AS (pro regularni S), pak taky existuje
(regularni) U, t7. A = UT BU. Stagi za U zvolit U := S~1.

Tranzitivita Tika, Ze z vlastnosti
B=STAS a
C =U"BU (pro S,U regularni)

plyne existence (regularni) matice V, tz.C = VT AV.
Staci volit V := SU.



(b) Sylvestriv zakon setrvacnosti fiké, ze matice kvadratické formy ma di-
agonalni tvar s diagonalou odpovidajici signatufe formy (a na potadi
prvki na diagonale nezalezi). Proto méa tato kongruence tolik t¥id, kolik
je moznych voleb signatury (kombinace s opakovanim),
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Uloha 4. Necht

je matice bilinearni formy b na prostoru T3. Urcete analytické vyjadieni této
formy i pfislusné kvadratické formy f. Najdéte symetrickou matici, ktera vy-
jadfuje tutéz kvadratickou formu (vSe viici stejné bazi).

Reste pro T = R, Zo, Zs (v Z4 &islo 2 odpovida 0).

Resent:

br(u,v) = u1v1 — 2u1v2 + 2ty — ugv3 — 2uzvy + 2u3vs,

fr(v) = v? — 2v1v3 + vous.

Stejnou formu vyjadfuje symetrickd matice
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Uloha 5. V zavislosti na parametrech a,b € R uréete signatury forem s mati-
cemi
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Reseni: Opét aplikujeme analogické elementarni tpravy na rfadky a na sloupce:
1 11 1 0 0 1 0 0
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Pro a > 0 je signatura (2,1,0), pro a < 0 je signatura (1,2,0) a pro a = 0 je
signatura (1,1, 1).

Zavislost signatury matice B na b vyjde jako ta na a v minulé podiloze.



