ResSeni cviceni 11

Uloha 1. Ukaite, 7e rovnice 5z +8zy+ 5y = 1 popisuje elipsu v R? a zjistéte
jeji charakteristiky (postupem z piednésky).

Reseni: Vyjadifme rovnost jako 27 Az = 1 pro A pozitivng definitni (pak mame
spektralni rozklad A = QAQT a obecné poloosy takového elipsoidu vedou do
sméru vlastnich vektorti, tj.sloupct @, a maji délky 1/v/A1,...,1/vV/An).

V naSem piipadé
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Elipsa méa osy %(1, )T a %(1, HT.
Uloha 2. Uvazujme kvadratickou formu na R? zadanou vztahem

9(($1,$2)T) = x% — 6x129 + 2x§.

Urcete signaturu symetrické bilinearni formy, ktera g vytvari.
Urcete, pro které vektory je hodnota kvadratické formy nulova, kladna, za-
porné.

Resend: Odpovidajici symetricka bilinedrni forma ma matici

= (15 )

Symetrickymi tpravami najdeme rozklad

(6 )% )6 D=6 %)=

kde [g]p znaéi formu g vici bazi B := {(1,0)7,(3,1)T}, ktera je g-ortogonalni
(ortogonélni ,,vici formé g¢).

Vidime, Ze g méa signaturu (1,1,0). Resme rovnici g(z) = 0. UvaZime-li sou-
fadnice [z]g = (a,b)” vic¢i B, dostaneme

0=g(z) = (2]} - 9] - [z]p = a® — TH.
Resenim rovnice a2 — 7b%2 = 0 je dvojice piimek

p:a=Tb,
q:a=—1b.



Ty jsou generovany vektory
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(zdroj: cvika matematické sekce od Davida Stanovského)

Pfimky nadm rovinu déli na vysefe a vime, Ze mimo piimky jsou hodnoty ne-
nulové, a forma je zaroven spojita, takze kazda vyse§ bude bud cela kladné,
nebo celd zaporna, coz uz mizeme zjistit dosazenim libovolného jejiho bodu.

Uloha 3. Vyjadiete kvadratickou formu f(z) = 27 Az jako soudet Gtvercit
linearnich forem, kde

Reseni: Jak ziskat takovy soucet ¢tverci? Vime, ze existuje rozklad STAS = D
(s diagonalni D), a kdy# substituujeme y = S~1x, mizeme formu psét jako

fla) = 2" Az = y"STASy = y" Dy =" duy}.

i=1

Ted mé forma tvar souctu ¢tverct, ale v proménné y. MiZzeme dosadit zpét a

mame f(z) = X0, di (S710)”.

V naSem piipadé mame konkrétné
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z ¢ehoz dopocitame

F@) = (21 + 25)° + 2w + %xg,)? + 2(%9@3)2.

Uloha 4. Najdéte viechna realna feSeni

rovnice 2x7 + 4wiws — dwias + 423 + 525 =0 a

nerovnice 2x% +4x129 — 42123 + 4x§ + 5:5% < 0.

Regent: Uvazme kvadratickou formu f(z) = 223 + 4129 — 4223 + 423 + 523
Svou oblibenou metodou muzete ovérit, Ze je pozitivné definitni, takze je nulova
pravé kdyz x1 = 29 = 3 =0, a f(x) < 0 nema feSeni.

Uloha 5. Simultanni diagonalizovatelnost.

(a) Bud A € R™™ pozitivné definitni a B € R™*" symetricka. Ukazte, ze
existuje regularni C' € R™*" takova, Ze ob& matice CT AC' a CT BC jsou
diagonalni. Matice A a B tedy miZeme diagonalizovat simultanné.

(b) Budte A, B € R™*™ pozitivné definitni. UkazZte, Ze det(A+B) > det(A)+
det(B).
Reseni:

a je pozitivné definitni. Sylvestriv zakon setrvaénosti nadm tak ¥ika, ze

Aj itivné definitni. Sylvestra ak trvacnosti nam tak rika, 7
existuje regularni S, tz. ST AS = I. Protoze B je symetricka, je i ST BS
symetrickd matice, a existuje jeji standardni ortogonélni diagonalizace

QTSTBSQ = A (kde A je diagonalni, Q ortogonalni).

Ted také QTSTASQ = QTIQ = I, a vidime, ze C := SQ spliiuje poza-
davek ze zadani.

(b) Z ptedchoziho bodu vime, Ze existuje regularni C, tz. CT AC = diag(\1, ..., \n)
a CTBC = diag(k1,...,kn) jsou diagonalni (s kladnymi hodnotami na



diagonéle, z pozitivni definitnosti). Pfitom

! T . 1
det(4 + B) = W det(C” (A+ B)C) = W det(Da + Dp)
- det(lC)2 (a4 m1)R2 +m2) - o - 5n))
; det(lc)z ((Al - )\n) + (;4;1 - an)) — det(A) + det(B),

kde nerovnost oznacenéd hvézdickou plyne z toho, Ze vSechy lambdy a kappy
jsou kladné.



