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Cviceni 5

Uloha 1. Fourierovy obrazy:
Spocitejte Fourierovy obrazy nasledujicich vektori:

a) (z,xz,...,z) pro x € R (zkuste nejdiive x = 1)
b) (1,-1,1,-1,...,1,—1)

¢) (1,0,1,0,...,1,0)

d) (W0, wh,w?, ..., )

e) (W0 w? wt .. . ,win?)

Uloha 2. O jakych vlastnostech vektoru vypovida nulty a (n/2)-ty koeficient
Fourierova obrazu?

Uloha 3. Obraz kanonické bdze:
Jak vypada Fourieriiv obraz jednotkového vektoru e;, tedy vektoru ktery ma
na i-té pozici jednicku a vSude jinde 07

Uloha 4. Inverz kanonické baze:
Pro kazdé i najdéte vektor, jehoz Fourierovym obrazem je e;. Jak z toho se-
strojit inverzni Fourieruv obraz?

Uloha 5. DFT redlného vektoru:

Ukazte, ze Fourieriiv obraz y realného vektoru x je antisymetricky, tedy y; =
Yn—; pro vSechny indexy j.

Jaky pak bude Fouriertv obraz antisymetrického vektoru?

Uloha 6. Odmocniny z jednicky a volba w:

Kolik existuje n-tych odmocnin jednicky a jak vypadaji? Pro¢ jina ¢isla nejsou
n-tou odmocninou z jednicky? Které z n-tych odmocnin jedni¢ky jsou primi-
tivni?

Ve Fourierové transformaci mame volnost v tom, jakou primitivni odmocninu w
si vybereme. UkaZzte, Zze Fourierovy obrazy pro ruzné volby w se lisi pouze
poradim slozek.



ResSeni

Pro celé fe§eni zafixujme w := e2™¥/". Diskrétni Fourierova transformace je

linearni) zobrazeni, které vektor z = (zq,...,Zn_1)" € C™ zobrazi na X €
) 0 s bn

C", tz.

1 n—1
Xk = 7Zl‘jw3k,
Jn 4
Jj=0

takze X je vektor soutadnic vektoru x viéi bazi {by}}—;, kde

_ 1
SV

(w_jk)?:_g = L(1vJ7 ﬁa R 7w(n_1)k)T

by, : Tn

Pak taky
1 n—1 .
T; = —= Z Xpw™",
\/ﬁ k=0

Diwod, pro¢ zde pisu definici DFT, je, Ze jsme mohli zvolit jinou primitivni
n-tou odmocninu z jedné w' (jak ¥ikd Uloha 6). Casto se taky DFT zavddi bez
normalizacniho faktoru ﬁ Ten mi ale prigde dobré zachovat, protoZe pak jsou

bazické vektory by, jednotkové, a {by}r tvoii ortonormdlni bazi C™.

Bude se nam taky hodit nasledujici lemma vychéazejici ze souctu geometrické

n

fady Z;:(} ¢ = 11:qq pro q # 1 (umite to dokdzat?).

Lemma 1. Plati

nilwmj B {n pokud m =0 (modn), tj. w™ =1,

= 0 jinak (geometricka rada).

1Komplexni sdruzeni w® je rovno w® = w~%.



Uloha 1.
(a) né,m pfimo prozradi vysledek. Jedinou nenulovou slozkou bude
nulté:

F((z,z,...,2)") = (v/nz,0,...,0)", protoze
n—1
€T .
X, == Ik,
K \/ﬁj;)w

A mohli jsme to nahlédnout jen pro x = 1, protoZze F' je linearni zobrazeni
a pro obecné x pak staci vysledek jen vynésobit x-em.
(b) Protoze (—1)7 = w/™/? mame

n—1
1 .
Xi= S w20,

=0
Takze [Lemma 1] da
F((1,-1,1,-1,...,1,-1)7) = Vn - e, .

(¢) Vektor (1,0,1,0,...,1,0) je linearni kombinaci pfedchozich dvou vy-
sledkt, takze z linearity F

F((1,0,1,0,...,1,00") = ? (€0 + €5/2)

(d) Jde o komplexni sdruzeni (y/n-nasobku) prvniho bazického vektoru /n -
E = \/ﬁ “bp_1.

n—1
1 .
Xp = —— E WIk=1)
Vi =

F(bn—l) = \/ﬁ €n—1-

(e) Analogicky
F(bn72) = \/’E *€n—2.

d) a e) nam ted vysly trochu hnusné kvili volbé toho, jak pocitame DFT.
Kdybychom zvolili (jak je taky bézné)

Fl(a)y = w ik,
=0

vySloby vd) n-e; ave)n-es.



Uloha 2. O jakych vlastnostech vektoru vypovida nulty a (n/2)-ty koeficient
Fourierova obrazu?

To se da vykoukat z uloh 1a) a 1b) (a z linearity F'). Nulty koeficient F(z) je
\/n-nasobkem praméru koeficient .

n/2-ty koeficient (pro n sudé) je pak rozdil (nasobek rozdilu) hodnot na sudych
a lichych koeficientech:

F(l‘)n/QZ% - (—1)j.’13j:% Z Tj — Z €y

J sudé 7 liché

Uloha 3. Obraz kanonické bdze:
V souétu pro Fouriertiv obraz ziistane jediny Clen,

1
F(ej)k = ﬁ&)jk, takze
T
F(e»):L Lw w¥ .. wln—1))
7 \/ﬁ ) ) ) ) J

Uloha 4. Inverz kanonické bdze:
To je jednoduché, na e; se zobrazi j-ty bazicky vektor b; (a inverz DFT dobfe
zname, mimo jiné z uvodu téchto feeni).

Uloha 5. Antisymetrie:
Této vlastnosti jsme si vlastnd uz v8imli v ulohach 1d) a le).

n—1 n—1
1 ; 1 ;
Xpn—k=—F= E zjwTIR) = — E zjwik = Xy
n =0 \/ﬁ =0

Fourieriv obraz antisymetrického vektoru proto musi vyjit realny.



Uloha 6. Odmocniny z jednicky a volba w:

Je-li 2" = 1, plati nutné |z| = 1, takZe mtzeme psat z = €.

Rovnost 2" = e™¥ = 1 nastane pravé kdyz ny = 2mr pro néjaké r € Z.
Existuje tak pravé n odmocnin (z, = e*™/" pro r = 0,1,...n — 1, coZ jsou

~x2

rizné hodnoty — pro vyssi r se odmocniny opakuji).
Odmocnina je primitivni, jestlize jeji fad je pfesné n, tedy pro r nesoudélné s

n.

zp je primitivni < ged(r,n) = 1.

Co kdybychom tedy DFT definovali s jinou primitivni n-tou odmocninou jedné
w'? W' jde vyjadiit jako w’ = w® pro né&jaké a nesoudélné s n.
Tato ,alternativni DFT* F’ pak zobrazuje

n—1 n—1
1 , 1 ,
Fla)e = 7= o) = 7= 3 2 = Xotmoan:
=0 7=0

Nasobeni ¢islem a € Z} (tedy a-ckem nesoudélnym s n) v Z, odpovida per-
mutaci Cisel ze Z,, takZe Fourierovy obrazy se skuteéné lisi pravé poradim
index.



