Fourierova transformace

Co to je
K ¢emu to je?
Jak se to pocita?
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Cviceni 5

Uloha 1. Fourierovy obrazy:

Spocitejte Fourierovy obrazy nasledujicich vektoru:

a) (z,z,...,z) pro x € R (zkuste nejdiive x = 1)
b) (1,-1,1, s L=

c) (1,0,1,0,...,1,0)

d) (W' w Jwnh)

e) (W w?wt ... w?)

Uloha 2. O jakych vlastnostech vektoru vypovida nulty a (n/2)-ty koeficient
Fourierova obrazu?

Uloha 3. Obraz kanonické bize:
Jak vypada Fourieruv obraz jednotkového vektoru e;, tedy vektoru ktery ma
na i-té pozici jednicku a vsude jinde 07

Uloha 4. Inverz kanonické baze:
Pro kazdé i najdéte vektor, jehoZz Fourierovym obrazem je e;. Jak z toho se-
strojit inverzni Fourieruv obraz?

Uloha 5. DFT redlného vektoru:

Ukazte, ze Fourieruv obraz y realného vektoru x je antisymetricky, tedy y; =
¥n_; pro viechny indexy j.

Jaky pak bude Fourieriv obraz antisymetrického vektoru?

Uloha 6. Odmocniny z jednicky a volba w:

Kolik existuje n-tych odmocnin jednicky a jak vypadaji a nejsou
n-tou odmocninou z jednicky? Které z n-tych odmocnin jednicky jsou primi-
tivni?

Ve Fourierové transformaci mame volnost v tom, jakou primitivnf odmocninu w
si vybereme. Ukaite, ze Fourierovy obrazy pro ruzné volby w se lisi pouze
poradim slozek.

? Pro¢ j
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Vektorovy prostor miZe mit...
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Vektorovy prostor miZe mit...

Linedrni vlastnosti
> Existence potatku o
> MoZnost stitat vektory (u+ v) a ndsobit skaldrem (o - v)
» PfitomO0-v=o0,1-v =yv, atd.



P¥ipomenuti linedrni algebry
Vektorovy prostor miZe mit...

Linearni vlastnosti
> Existence potatku o
> MoZnost stitat vektory (u+ v) a ndsobit skaldrem (o - v)

» PfitomO0-v=o0,1-v =yv, atd.

Topologické vlastnosti
Nap¥. skaldrni soucin (u,v) ndm dava
» pojem délky a diky tomu i vzddlenosti

(indukuje normu ||v| = /(v,v)),

» pojem dhlu (Ghel mezi u a v je roven § = cos™}(




P¥ipomenuti linedrni algebry

Nap¥. v prostoru C"...

S¢itani vektord a nasobeni skaldrem funguje po slozkach.

(X17X2?’ M 7Xn)+(.y17.y27’ i 7.yn) = (X1+y17X2+y27 A 7Xn+.yn)'
- (x1,x2, ..., xn) = (ax1, ax2, . .., axp).

MdiZeme definovat standardni skaldrni soudin.
(X, Y) =27 aXi YVi=X1-Yi+x2 Y2+ +XnVn.

(Z znati &islo komplexn& sdruzené k z: a+ bi = a — bi)



P¥ipomenuti linedrni algebry

V prostoru komplexnich funkci {f : R — C}
» funkce miZeme stitat: (f + g)(x) = f(x) + g(x),
» umime nasobit skaldrem: (a - f)(x) = a - f(x).
» Konstantn& nulova funkce f(x) = 0 pak tvofi potatek
prostoru.
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P¥ipomenuti linedrni algebry

V prostoru komplexnich funkci {f : R — C}
» funkce miZeme stitat: (f + g)(x) = f(x) + g(x),
» umime nasobit skaldrem: (a - f)(x) = a - f(x).

» Konstantn& nulovd funkce f(x) = 0 pak tvofi potatek
prostoru.

A analogicky miZeme definovat taky standardni skalarni souéin:

(F.g) = /R F(x) - B(x)dx

Integral maZe vyjit nekoneny, a nemusi ani byt definovany!

Proto se omezujeme na podprostory {f : R — C}. Nap¥. na prostor
L2 (prostor m&itelnych funkci s kone€nou normou, kde
identifikujeme skoro viude stejné funkce).



P¥ipomenuti linedrni algebry

Baze

Mame-li n&jakou bazi B = {by, ..., by} prostoru CK, miizeme k
libovolnému vektoru v € C¥ najit jeho soutadnice (si,.. ., sx) Vii
bazi B.

Vektor v Ize samoziejmé& ze soufadnic zrekonstruovat.



P¥ipomenuti linedrni algebry
Ortonormalni baze
Baze B = {bs,..., bk} je ortonormdini, pokud
» kazdy vektor b; m3 jednotkovou délku (tj.
1bil| = /{bi, bi) = 1) a
» kaZdé dva riizné bazické vektory b;, b; jsou navzajem kolmé

(ortogonalni)
(tj. (i, bj) = 0 kdykoli i # j).
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j=1



P¥ipomenuti linedrni algebry
Ortonormalni baze
Baze B = {bs,..., bk} je ortonormdini, pokud
» kazdy vektor b; m3 jednotkovou délku (tj.
1bil| = /{bi, bi) = 1) a
» kaZdé dva riizné bazické vektory b;, b; jsou navzajem kolmé

(ortogonalni)
(tj. (bi, bj) = 0 kdykoli i # j).

k
Pak v = (v,b)) b
j=1
Pro libovolny vektor v a jeho sou¥adnice (si,...,sk) vi& b plati:
k k
<V, b,‘> = <Z Sj . bj, b,’> = ZSJ' <bj, b,‘> =S <b,’, b,‘> = 5.
j=1 j=1

TakZe s; = (v, b;)
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Dostavame se k Fourierovi...

Véta
MnoZina funkci
1
o = > on :cos%7 Un :sin% (n=1,2,..))

Tvofi (spocetné nekoneny) ortogonalni systém. A Hilbertovu
bazi prostoru (2¢)-periodickych L? funkci (resp. prostoru L?(—,()).



Dostavame se k Fourierovi...

Véta
MnoZina funkci

1 nmx

. NmXx
_ﬂv gf)n—COSi, wn_SInT (n—1,2,...)

%o 7

Tvoli (spocetné nekonecny) ortogonalni systém. A Hilbertovu
bazi prostoru (2¢)-periodickych L? funkci (resp. prostoru L?(—¢,1)).

Takze kazda takova funkce f ma unikatni reprezentaci
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f(x) = 2—2 —I—Z (anCOST + by sin 7) .
n=1



Dostavame se k Fourierovi...

Véta
MnoZina funkci

1 nmx

. NmXx
_ﬂv gf)n—COSi, wn_SInT (n—1,2,...)

%o 7

Tvoli (spocetné nekonecny) ortogonalni systém. A Hilbertovu
bazi prostoru (2¢)-periodickych L? funkci (resp. prostoru L?(—¢,1)).

Takze kazda takova funkce f ma unikatni reprezentaci

a > nmx . nNmXxX
f(x) = 2—2 —I—Z (anCOST + by sin 7) .
n=1




0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0




A\ A
VYN




Historicka vsuvka

Joseph Fourier v roce 1807 vyhral cenu Francouzské Akademie za
feSeni rovnice vedeni tepla.

To se mu podafilo pravé diky rozvoji funkce na ¥adu
trigonometrickych funkci.



Historicka vsuvka

Joseph Fourier v roce 1807 vyhral cenu Francouzské Akademie za
feSeni rovnice vedeni tepla.

To se mu podafilo pravé diky rozvoji funkce na ¥adu
trigonometrickych funkci.

Ukézal tak napfiklad, pro€ si (ve Francii) chcete zakopat vodovodni
trubky zhruba dva aZ t¥i metry pod zem: &asovy posun teplot je zde
zhruba pil roku, takze je tu nejtepleji v zimé a nejstudenéji v été.



(Spojitd) Fourierova transformace
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Pro¢ se omezovat na funkce typu sin #7*7?

Co kdybychom misto n dosadili libovolné redlné &islo? Dostaneme
pak (nespocetn& nekonetnou) bazi n&jakého obecn&jsiho prostoru?



(Spojitd) Fourierova transformace

Prot se omezovat na funkce typu sin #7*7?

Co kdybychom misto n dosadili libovolné redlné &islo? Dostaneme
pak (nespocetn& nekonetnou) bazi n&jakého obecn&jsiho prostoru?

Ano, dostaneme.

Ale pljdeme na to trochu chytteji...
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Véta

MnoZina funkci
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(Spojitd) Fourierova transformace
Véta

MnoZina funkci

1 itx
— R
e (teR)

tvoFi ortonormalni systém.

Vzpomefime na Euleriiv vzorec:
io ..
e" =cosptising

Ktery nardz implikuje
einx o e—inx
2i

o e—inx
cosnx = ——.

sin nx =

inx
e
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Fourierova transformace f funkce f : R — C je opét funkce
f:R—C.
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f(t):m/Rf(x)e .



(Spojitd) Fourierova transformace

Fourierova transformace f funkce f : R — C je opét funkce
f:R—C.

V bod€ t se vyhodnoti na koeficient f u bazického vektoru 62'—: tj.

N

1 —itx
f(t):m/Rf(x)e .

Inverz: zp&tnym dosazenim koeficientl dostaneme inverzn{
transformaci (pro ,,dobfe vychované” f):

f(x) = /R f(t)e™dt






Fourierova transformace: vyssi dimenze

P¥echod k bazi {e™} namisto trigonometrickych funkci ndm navic
umoziiuje p¥imotaré zobecnéni na funkce libovolné (kone&né)
dimenze.

{f:RY > C}
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{f:RY > C}

Pro t € RY

~ 1 .
e _’<t7X>
f(t)= (2m)72 /]Rd f(x)e dx



Fourierova transformace: vyssi dimenze
P¥echod k bazi {e™} namisto trigonometrickych funkci ndm navic

umoziiuje p¥imotaré zobecnéni na funkce libovolné (kone&né)
dimenze.

{f:RY > C}
Pro t € RY
f(t) = _r / f(x)e™(tX) dx
(2m)9/2 Jga

Inverzni zobrazeni je pak

1 N :
o i(t,x)
f(x) = @nyr /Rd f(t)e dt.



Zpéatky na Zem

Pocital nikdy nepracuje pf¥imo se spojitou funkci. Intenzitu signalu
méFime v N pravidelng rozmisténych bodech, &imz dostaneme
vektor hodnot (Xo, X1y ,XN,]_).

9 10 11 12 13




Diskrétni Fourierova transformace (DFT)

Fourierova transformace zcela analogicky funguje v tomto
diskrétnim p¥ipadé.
Zde mame N-prvkovou ortonormalni bazi
i2m
{ﬁ(ewf”)n 0<t< N1}



Diskrétni Fourierova transformace (DFT)
Fourierova transformace zcela analogicky funguje v tomto
diskrétnim p¥ipadé.

Zde mame N-prvkovou ortonormalni bazi

{Lye® ™M, o<t <N-1}
Diskrétni Fourierova transformace vektoru (xp, ..., xy_1) je

vektor (Xo, ..., Xn—1):

Fe=Xe=—> Xp- e W

é
i
o



Diskrétni Fourierova transformace (DFT)
Fourierova transformace zcela analogicky funguje v tomto
diskrétnim p¥ipadé.

Zde mame N-prvkovou ortonormalni bazi

{Lye® ™M, o<t <N-1}
Diskrétni Fourierova transformace vektoru (xp, ..., xy_1) je

vektor (Xo, ..., Xn—1):

1 = )
F(x)e=Xe = — Z Xp-e N
v N
n=0
Inverz:

N—1

1 i2m

Xp = —— Xe-entm
N



Diskrétni Fourierova transformace (DFT)

X1

XN



Diskrétni Fourierova transformace (DFT)

2w

Zapsano maticové (w:=e~ N ):

F(x)=F-x=ﬁ wfk

Matice F je unitarni a symetrickd, tak?e F~! dostaneme jednodue
komplexnim sdruzenim vSech prvkd.



Diskrétni Fourierova transformace (DFT)

Casto se ale DFT vektoru (x0,-..,xn—1) zavadi jako



Diskrétni Fourierova transformace (DFT)

Casto se ale DFT vektoru (x0,-..,xn—1) zavadi jako
N-1 i
F(x)e = Z Xp-e N
n=0

Explicitni vzorec pro inverz je potom

_ QJ
E Xt tn



Diskrétni Fourierova transformace (DFT): vy33i dimenze

V dimenzi d, tj. pro vektory (Xp, ny,....ns)s Nk € [Nk] transformace
taky funguje.

Tady



Rychlad Fourierova transformace (FFT)

i2m

DFT F(xo,...xn—1) = (Z,’}’;Ol Xp - € N 1), N-slozkového vektoru
(pro N = 2k) miizeme potitat metodou rozd&l a panuj:
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Rychlad Fourierova transformace (FFT)

DFT F(xo,...xn—1) = (Z,’}’;Ol Xp - e%ﬁt")t N-slozkového vektoru
(pro N = 2k) miizeme potitat metodou rozd&l a panuj:

Vstup: N = 2%, vektor (xo,...,Xn_1)
Navic odmocnina jedni¢ky w = e
» Pokud N =1, vratime Xy = xp.
» Jinak se rekurzivné zavoldme na sudé a liché indexy zvlast:
> (s0,---,5n/2—1) < FFT(N/2,(x0,x2, ... L XN_2),w?).
> (lo,....0nja—1) < FFT(N/2,(x1, 3, ..., xn—1), w?).
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> XJ — s+ W - éj .
> Xiinjz 5=l



Rychlad Fourierova transformace (FFT)

i2m

DFT F(xo,...xn—1) = (Z,’}’;Ol Xp - € N 1), N-slozkového vektoru
(pro N = 2k) miizeme potitat metodou rozd&l a panuj:

Vstup: N = 2, vektor (xg, ... s XN-1)
Navic odmocnina jedni¢ky w = e
» Pokud N =1, vratime Xy = xp.
» Jinak se rekurzivné zavoldme na sudé a liché indexy zvlast:
> (507 R 751\1/2_1) — FFT(N/2, (Xo,X27 A ,XN_Q),wz).
> (60, c ,€N/2_1) — FFT(N/2, (X1,X3, c ,XNfl),L«JZ).
» Poskldddme vysledné DFT: iterujeme j =0,...,N/2 — 1:
> XJ — s+ W - éj .
> Xiinjz 5=l

= Diky tomu dokaZeme DFT pocitat v &ase O(N log N).



FFT jako obvod
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Konvoluce



Konvoluce

4x0)
Center element of the kernel is placed over the (8 : g)
source pixel. The source pixel is then replaced EO % D:,‘:

with & weighted sum of itself and nearby pixels.




Konvoluce
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Konvoluce

Spojitd konvoluce:

(fxg)(x) = (27r1)d/2/Rd F(y)g(x — y)dy

Diskrétni konvoluce:

(fxg)(n) =) f(m)g(n—m)=7 " f(n—m)g(m)

m m



Konvoluce

Inputimage Convolution Feature map
: Kemel
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Konvoluce




FT a konvoluce
Vzpomeiime na definici Fourierovy transformace:

~ 1 .
— 7’<t7X>
f(t) = (2m)72 /]Rd f(x)e dx

a porovnejme s definici konvoluce

(F+£)0) = 3o [, F)80x =)y



FT a konvoluce

Vzpomeiime na definici Fourierovy transformace:

~ 1 .
_ —i(t,x)
f(t) (2m)72 ./Rd f(x)e dx

a porovnejme s definici konvoluce

(F+£)0) = 3o [, F)80x =)y

f(t) = (f = €"“)(0)

)

-
*
o
I
¥
o>



FT a konvoluce

Vzpomeiime na definici Fourierovy transformace:

N 1 .
— 7’<t~,X>
() = Gy /Rd Flx)e(04)

a porovnejme s definici konvoluce

(F+£)0) = 3o [, F)80x =)y

~

f(t) = (f = €"“)(0)

—

frg=>f-g

Disledek: Konvoluci dokdZeme poditat rychle pomoci FFT.



1 .
_ Li
= W akb(i— k) mod N

coZ se opravdu rovna

(a/*\b)e = \% Z wﬁ'lN Ak b(i—k) mod N



Aplikace: nasobeni polynomi

Jak se nasobi polynomy?

N N 2N
Soap | (S| = 20 sty v
j=0 j=0

j=0 k=0
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Aplikace: nasobeni polynomi

Jak se nasobi polynomy?

N N 2N
Soap | (S| = 20 sty v
j=0 j=0

j=0 k=0

Jde o konvoluci jejich koeficientd!
A diky tomu mizZeme polynomy ndsobit v &ase O(nlog n) pomoci
FFT.



Dekonvoluce

Fourierova transformace ndm ale umozni taky po&itat inverzni
transformaci ke konvoluci.



Dekonvoluce

Fourierova transformace nam ale umozni taky po&itat inverzni
transformaci ke konvoluci.

f=(F+g)/&

(samoziejm& za urcitych podminek na f a g)
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Dekonvoluce




Dekonvoluce

(b)



Shrnuti

Co je Fourierova transformace?

» Operace (resp. tfida operaci) na funkcich, kterd, zhruba
Feeno, popisuje frekvence p¥itomné ve funkci.
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Shrnuti

Co je Fourierova transformace?

» Operace (resp. tfida operaci) na funkcich, kterd, zhruba
Feeno, popisuje frekvence p¥itomné ve funkci.
K ¢emu je dobra?
P Zpracovani signald,
P zpracovani obrazu,
» rychlé ndsobeni polynomi (a &isel),
» ... mnoho dalSich aplikaci ...
Jak se potita?

» Pomoci algoritmu FFT (Fast Fourier transform).



Reklama: kde se dozvédét vic

O teorii:
» NMMA331: Uvod do funkcionalni analyzy
» HARD MODE: NMAGb533: Principy harmonické analyzy



Reklama: kde se dozvédét vic

O teorii:
» NMMA331: Uvod do funkcionalni analyzy
» HARD MODE: NMAGb533: Principy harmonické analyzy
» NMNV531: Inverzni dlohy a regularizace



Reklama: kde se dozvédét vic

O aplikacich:
» NPGRO0O02: Digitalni zpracovani obrazu

» NPFL133: Cislicové zpracovani zvukovych signali



Konec.

I SOLVING PARTIAL DIFFERNETIAL
EQUATIONS WITH INFINITE
TRIGONOMETRIC SERIES

and basically,
Lagrange is fucking stupid

How? ...Just attend
the Polytechnique >







