Handout k Fourierové transformaci

Definice 1. Standardni skaldrni soucin nad C

e V prostoru C™: <x,y>:Zlei'E:xl'ﬁJr%'%Jr“'

e V prostoru funkei {f : R — C}: ( fR g(z)dz.
Skalarni souc¢in pak indukuje

e normu: ||v|| = +/{v,v),

; . _1/R
e thel mezi u a v: cos l(l\ilﬁlfﬁ ).
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e TakZe vektory u a v jsou ortogondlni pravé tehdy kdyz (u,v) = 0.
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Odted zafixujme primitivni n-tou odmocninu jednicky, w := e =

Véta 2. Mnozina vektori
s { =@M }
kbr—g =9 — (W) ._
=0 Vvn =0 J o
1
N ST L w(n—l)k)
\/ﬁ( b b b b )

T }TL—I
k=0

tvori ortonormalni bazi prostoru C" (zde s indexaci od 0 do n — 1).

Diikaz:
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jinak (geom.fada).
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Pfitom mnozina (po dvou) ortogonalnich vektorid je nutné Inz. |
Definice 3. Diskrétni Fourierova transformace vektoru x = (x,...,z,_1)7 je vektor
(Xo,...,Xn_1)T soufadnic z vé&i bazi {by}:

F(z)y =3 = Xe = (2, b)) = Z xj - wit (Wit = w7,

Inverzni operaci pak dostaneme jednoduse dosazenim souradnic:

n—1

1 5 ;
T = ZXk by, mneboli z; = % ZXj Wit
i=0

k=0

Poznamka: Casto se DFT definuje bez normalizace (faktoru
sdruzeni jako

n—1
X = E z; Wit
Jj=0
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Pak se inverzn{ operace zméni na z; = + "7 X;w 7.

(DFT i jeji inverz muZeme pocitat algoritmem FET)

ﬁ) a bez komplexniho



Algoritmus 4. Fast Fourier Transform (FFT):

Vstup: N = 2F vektor (zo,...,zn_1),
navic w = e'~ .
e Pokud N =1, vratime Xy = zg.
e Jinak se rekurzivné zavolame na sudé a liché indexy zvlast:

— (80,...,8Nn72-1) « FFT(N/2, (20, T2,y - ., TN_2),w?).
= (o,...,tnj2—1) < FFT(N/2, (r1,23,...,28_1),w?).

e Poskladame vysledné DFT: iterujeme j =0,...,N/2 — 1:
— X+ sj+wl -4

= Xjrnje & 85 —wl -

Definice 5. Konvoluce:
(a * b)t = Zajbt—j(modn) = Zat—j(modn)bj'
J J
Vektory a i b mohou byt vicedimenzionalni v tom smyslu, Ze indexy ¢ a j jsou takeé

vektory. Pro jednoduchost ale miizete ¢ i j brat jen jako obyc¢ejné indexy.

Véta 6. ,F'T meéni konvoluci na ndsobeni*

axb=a-b, neboli
F(axb) = F(a)- F(b).

(v prezentaci najdete i diikaz)

FFT je tedy algoritmus, diky kterému mizeme DFT, ale i (diskrétni) konvoluci, pocitat
pomoci O(nlogn) aritmetickych operaci.

Véta 7. (Ndsobent polynomi je konvoluce vektori) M&me dva polynomy stupné (maxi-
malng) d,

a(z) = ap + arr + agx® + - + aqz?,

b(x) = by + byx + boa® + - + bz
Uvazme jejich koeficienty jako (2d + 1)-prvkové vektory

a = (ag,a1,...,aq,0,...0),
b= (bo,b1,...,b4q,0,...0).

Pak koeficienty jejich souc¢inu

2d [ &
a(z) - b(x) = Z Zajbk_j xk
k=0 \j=0

presné odpovidaji konvoluci vektora a * b.



