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Vzorové reseni ukolu b

Zadani: Spoctéte Fourieruv obraz vektoru z := (1,i,—1,—i,1,4,—1,—i,...) délky n déli-

telné 4.

Reseni:

Uvazme nejprve definici diskrétni Fourierovy transformace z prednéasky: Vektor x = (29, z1,...,Tn—1)
se zobrazi na vektor ¥ = (yo,¥1,.-.,Yn—1), tZ.

n—1

ik

=y g,
k=0

kde w znaci libovolnou fixni primitivni n-tou odmocninu z jedné. Pojdme jednu konkrétni
odmocninu zafixovat, tedy méjme
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MiuZeme si vSimnout, ze zadané x se na k-tém indexu (indexovdno od nuly) rovnd e 4 |
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Jeden ze zpisobi, jak tohle pozorovani vyuzit, je nasledujici: Uvazme definici y;:
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wi - Yj =wi wWZwTZLk wik
k=0
n—1
w%-wj-yj: wik . T Wik I
k=0
n—1
wi -l y; = Zw%(kﬂ) I (k1)
k=0
n—1
wZ-wj-yj:< 2w ) 4w
k=1
n—1
Wy = ( L
k=1
n—1
wi -wj~yj :ka.wﬂf
k=0
0
wt - w! -y =y

S tim uz se pracuje jednoduse: aby posledni rovnost platila, musi byt bud w1 -wl rovno jedné,
nebo musi byt y; = 0. Protoze w je primitivni n-t4 odmocnina, plati wi-wi=1 pravé pro
j = ‘%" +¢-n (kde ¢ € Z), tedy (indexy jdou jen od 0 do n — 1) na vSech indexech kromé
j= BQT" bude y; = 0. Na samotném indexu j = BQT" pak dostaneme
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Fourierova transformace jako prechod z kanonické baze na jinou

Pojdme ale jesté pripomenout definici Fourierovy transformace z prezentace na cviku. Rikali
jsme, Ze mnozina
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tvofi ortonormalni bazi prostoru C™ (chédpaného s indexaci od nuly do n — 1) se standardnim
komplexnim skalarnim soucinem
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V poradi j-ty bazicky vektor oznacme b; := % <e n ) . Dikaz toho, Ze jde o ortonor-
k=0
malni bazi, ddm pro zdjemce na konec tohoto dokumentu. Pojdme tomu zatim jen vérit, a
definujme (diskrétni) Fourierovu transformaci y vektoru z tak, ze © = Z;:& y;bj. Tedy y; je
koeficient u béazického vektoru b; a Fourierova transformace neni nic nez linedrni zobrazeni

kanidp prechodu z kanonické baze na Fourierovu bazi B.

Z toho mame snadné alternativni vesent ulohy 5: Vzimnéme si, Zze zadany vektor x je pfesné
roven y/n-nasobku bazického vektoru bz, takze (dle této definice DFT) je yn = v/n a vSechna
ostatni y; jsou 0.



S timto chapanim DFT je tak feSeni tlohy na prvni pohled zjevné (jen jsme si museli v§imnout,
ze zadany vektor je periodicky, a bude tak nasobkem néjakého bézického vektoru). Pojdme
promyslet, ¢im presné se tato definice DFT lisi od té z prednasky. Nepracujeme zde s obecnou
primitivni n-tou odmocninou z jednicky w, ale s konkrétnimi mocninami e . Pro kazdou
ortonormalni bazi B = {bg,...,b,—1} pak plati, ze je-li z = Zk:o yr - bg, pak
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takze koeficient yj, se da spocitat jednoduse jako skaldrni soucin y; = (x,b;), a pro nasi
konkrétni volbu baze B mame
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Vidime tak, ze tahle definice DFT se od té prednaskové lisi jen konkrétni volbou w, skalovanim
normovacim koeficientem \} a minusem v exponentu (v pfednasce se pouzivalo nasobeni po
slozkach, tady pouzivdme skalarni soucin; to je taky dtvod, pro¢ ted nenulovy index vySel

jako 7, zatimco s pfednaskovou definici to bylo ?jT”)



Dukaz, ze jde o ortonormalni bazi

Takze Vam nestaci jen véfit, Ze o ortonormalni bazi jde (to je dobfe!). Dokazme to formalné.
Budeme na to potiebovat dokazat, ze B je ortonormalni systém, tj.

1. ze ||bk|| = 1 pro kazdé k € {0,...,n — 1}, tzn. kazdy bazicky vektor je normélni (m4
jednotkovou velikost),
2. a ze (bg,by) = 0 jakmile k # ¢, tzn. ze bézické vektory jsou po dvou ortogonalni.

Jakmile to dokdzeme, fakt, Ze jde o bazi prostoru C" uz mame zadarmo, protoZze po dvou orto-
gonalni systém je nutné linedrné nezavisly a n-prvkova mnozina linearné nezavislych vektoru
n-rozmérného prostoru nutné tvori bazi tohoto prostoru.

Pojdme to tedy ovéfit.

Prvni vlastnost, normalita by, je snadna: Mame
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Druhou vlastnost, ortogonalitu vektori, nahlédneme podobnym trikem, jakym jsme aritme-
ticky vytesili ilohu 5. Budte k # ¢, takze
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. -« —f)2m
Prendsobme obé strany konstantou eb=057

|
—

n

(k=) 228 (k—p) 2200

MO (g, by) = e

3\*—‘
[l
»-Ao

3Q~

— @ri)G+1)
6(k ¢ @GriG+1)

P05 (g, by) =

z\H

i
L

(27‘rz) (2mi)n
(h-02Z | (k-

=0 by by) = el

<.
Il
—

k’ f (2772)] e(kfé) (27:171)0

(k 6)27” bk‘7be e

I
—

J
1

6

|

e(k 6)27” <bk7b£> k’ e)(Q‘irZ)J

3\}—‘

e =O%E (by, by) = <bkab£>'

<.



Konstanta (k — ¢) nemiize byt nasobkem n (neni to nula a jeji absolutni hodnota je nanejvys
(n — 1)), proto e®=O%F nutné neni rovno jedné. Diky tomu jediny zptusob, jak miZe platit

posledni rovnost je, ze (bg,bs) = 0. Mame dokéazano. |

Pro¢ je zrovna tahle baze zajimava? Je sloZena z periodickych vektorti se zkracujici se pe-
riodou. Volné podano nam tak ¥ikd, ze libovolny n-slozkovy vektor (ktery si taky miizeme
predstavit jako n rovnomérné sebranych vzorku funkce z R do C) lze vyjadrit jako soucet
néjakych n frekvenci.



