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Cvičení 9

Úloha 1. Nechť A,B ∈ Rn×n jsou pozitivně definitní.
(a) Ukažtě, že A+B je také pozitivně definitní.
(b) Jak to bude se součtem pozitivně semidefinitních matic?
(c) Jak to bude se součtem pozitivně semidefinitní a pozitivně definitní ma-

tice?
(d) Jak to bude s násobkem pozitivně (semi)definitní matice αA?

Úloha 2 (z minule). Otestujte pozitivní definitnost matic

A =

 4 −2 4
−2 10 1
4 1 6

 , B =

 1 2 −3
2 4 1

−3 1 2

 .

Úloha 3. Ukažte, že libovolná mocnina pozitivně (semi)definitní matice je
pozitivně (semi)definitní.

Úloha 4. Najděte regulární matici, která je pozitivně semidefinitní, ale ne
pozitivně definitní.

Úloha 5. Najděte Choleského rozklad matice

A =

 1 2 −1
2 5 −2

−1 −2 2

 .

S pomocí rozkladu pak najděte A−1.

Úloha 6. Pomocí Choleského rozkladu vyřešte soustavu Ax = b, kde

A =

 4 −2 2
−2 2 −3
2 −3 6

 , b =

 2
−2
5





Definice: Hermitovská matice A řádu n je pozitivně definitní, pokud pro ni
platí ∀v ∈ Cn \ {0} : vHAv > 0. Řekneme, že je pozitivně semidefinitní, když
pro každé v ∈ Cn platí vHAv ≥ 0.

Tvrzení: Hermitovská matice je pozitivně definitní právě tehdy, když má jen
kladná vlastní čísla (a je pozitivně semidefinitní, právě když má nezáporná
vlastní čísla). Další ekvivalentní definice je, že existuje regulární U tž.A =
UHU (je pozitivně semidefinitní, právě když existuje libovolné takové U , ne
nutně regulární).

Tvrzení: (Choleského rozklad)
Pro každou pozitivně definitní matici A existuje jednoznačná horní trojúhel-
níková matice U s kladnou diagonálou taková, že A = UHU .
(Pro pozitivně semidefinitní matici existuje Choleského rozklad s nezápornou
diagonálou, ale už nebude jednoznačný.)


