Reseni cviceni 1

Uloha 1. Necht p = (135)(4798)(26) a ¢ = (18)(247693) jsou dvé permutace
z Sy. Najdéte permutace po g, gop, p~ !, ¢~ L.

Regeni: Z definice dostaneme hodnoty (skladame zprava doleva, tj. (poq)(z) =
p(q(2)))
poq=(1495)(27)(368), ¢gop = (129)(3587)(46).

Cyklickd notace nam dava inverzni permutace zadarmo (kdyZ si permutaci
nakreslime jako orientovany graf, inverzni permutace odpovida obraceni sipek).

p~ 1 = (5941)(27)(863), ¢! = (921)(7853)(46).

Uloha 2. Uréete znaménka permutaci p = (17)(36)(2458), p~ !, ¢ = (245)(3687),
r = (13)(2675), poqor,qg torop ltog.
Resent: Nejprve spocitejme cykly sudé délky, abychom zjistili, ze
sgn p = sgn((17)(36)(2458)) = (-1)* = —1,
sgn ¢ = sgn((245)(3687)) = (—-1)' = —1,
sgn r = sgn((13)(2675)) = (—1)* = 1.
V predchozi tloze jsme si mohli vS§imnout, Ze inverzni permutace ma stejné

velké cykly jako permutace piivodni, proto sgnp~! = sgnp = —1. Tvrzeni z

prednéasky nam fik4, Zze znaménko slozeni permutaci se rovna sou¢inu znamének
(coz taky dava dalsi zptisob odvozeni sgnp~! = sgnp = —1, protoze 1 =
sgn(pop~') =sgnp-sgnp~ '), proto

sgnpoqor) = (—1)- (<1) 1= 1,
Sgn(q_1 oropto q) =sgnr-sgnp = —1.

Uloha 3. Napiste permutace p = (13475) a ¢ = (19)(267)(3548) z Sg jako
slozen{ transpozic.

Resend: Snadno nahlédneme, ze
(13475) = (15) 0 (17) o (14) o (13) = (13) o (34) o (47) o (75).

Cyklicky zapis pifmo fika, ze (19)(267)(3548) = (19) o (267) o (3548). Ulohu
tak vyfesime pro kazdy cyklus zvIast:

(19)(267)(3548) = (19) 0 (26) o (67) o (35) o (54) o (48).



Uloha 4. Spocitejte determinanty nésledujicich matic:

(a) nad R: (c) nad C:

7 -1 2—3 143
5 —2 1—3 241

(b) nad R: (d) nad Zs:

N =~ =
W = N
W = W

N
[SAEEN]
|
o W
NG~

Regeni: a) 7 definice 7-(—=2) —(—1)-5 = —14+5 = —9, b) podobné dostaneme
—97,

) (2—i)(2+1i) — (i+3)(i—3) =5+ 10 = 15.

d) Mizeme vyFesit Gaussovkou (i kdyz to samoziejmé neni nutné):

1 2 3 1 2 3 1 2 3
4 4 1|=10 1 4=10 1 4=1-1-1=1
2 3 3 0 4 2 0 01

V eliminaci jsme pouze pfic¢itali nasobky fadka k jinym, coZ neméni deter-
minant. Determinant trojihelnikové matice je pak roven sou¢inu diagonalnich
prvki (uvazme definici determinantu, identita je jedind permutace, pro kterou
v sou¢inu nedostaneme nulovy prvek pod diagonalou).

Uloha 5. Rozhodnéte, zda plati det(AB) = det(BA).

Reseni: 7 prednasky vime, Ze det(AB) = det(A) - det(B), takze tohle tvrzeni
plati z komutativity nasobeni (v libovolném télese).

(Idea dikazu, Ze det(AB) = det(A) - det(B): pokud je jedna z matic singu-
larnt, vyjde nutné 0 a tvrzent plati trividlné. Jinak jsou obé matice requldrni a
miZeme je tak ziskat z I, (s determinantem 1) elementdrnimi vadkovymi vipra-
vami. Stact tedy tohle tvrzeni dokdzat jen pro matice elementdrnich Tddkovich
dprav, coZ neni ndrocné.)



Uloha 6. Zjednoduste vyraz det(SAS~!) pro matice 4,5 € T™*™.

Reseni: Podobné jako v minulé tdloze,

det(SAS™!) = det(S) - det(S™') - det(A) = det(SS™?) - det(A)
= det(I,) - det(A) = det(A).

Uloha 7. Rozhodnéte, pro ktera realna a jsou regularni realné matice

1 1 0 a -1 -1
P@={a 1 a|,Q@=[a=1 1 1], P@) Q) P@)* Q)"
1 a O a+1 1 0

Regent: Nejprve spocitame determinanty pomoci Laplaceova rozvoje

1 1 0
det(P(a)) =det {a 1 a| =a—ad?
1 a O

a -1 -1 20—1 0 0
det(Q(a))=det fa—1 1 1 | =|a-1 1 1]=1-2a.
a+1 1 0 a+1 1 0

Vime, Ze matice je regularni pravé kdyz ma nenulovy determinant. Aplikaci
véty o determinantu sou¢inu mame

det(P(a) - Q(a)) = a(1 — a)(1 — 2a),
det(P(a)257 5 Q(a)374) — a257(1 _ a)257(1 _ 2a>374-

P(a) je tudiz regularni pro v8echna a kromé 0 a 1. Q(a) je regularni pravé kdyz
a # % a soutin P(a) - Q(a) je regularni pro a € R\ {0, 5,1}.

Polynom a?7(1 — a)**7(1 — 2a)3™ nem4 jiné koreny, nez 0,1 a 3, takze i
P(a)®7- Q(a)®™ je regularni pravé pro a € R\ {0, 3,1}



