Reseni cviceni 2

Uloha 1. Spocitejte nad Q, Zs a Z; determinanty matic

(3)31 1 2 1 2 2 3
1 2 © (2 1 o)1 3 2
1 4 4 1 1 3
1 0 2 1
1 2 1 1 1 0 3
M (2 1 0 @ g 2 1 2
1 4 4 1 2 3 4

Reseni: Determinanty 8lo nejprve spoéitat nad Q a pak jen vysledky upravit
modulo 5 a 7, abychom ziskali determinant v Zs a Z;. V podiloze (¢) miZzeme
vyuZit vétu o souéinu determinantt (obecné plati det(A- B) = det(A)-det(B)).
Visledky: a) Nad Q dostaneme 5, takZe 0 nad Zs a 5 nad Z;.

b) Vyjde —5 nad Q, tedy 0 nad Zs a 2 nad Z-.

¢) Determinant prvni matice soucinu jsme spodcitali v beku (takZze rovnou vi-
dime, Ze nad Zs mé soucin nulovy determinant), druhé matice ma determinant
6, takze se¢teno podtrzeno determinant vysledné matice je nad Q roven —30,
nad Zs nula a nad Zr je to 5.

d) Elementarnimi tpravy nam daji

1 0 2 1 10 2 1 1 0 2 1 1 0 2 1
1103 |01 -2 2 (01 -2 2| |01 -2 2
02 12102 1 2000 5 =200 5 =2
1 2 3 4 0 2 1 3 0 0 5 -1 0 0 O 1
=1-1-5-1=5,
a mame stejny vysledek jako v acku.
Uloha 2. Spo¢itejte determinanty pomoci elementarnich tprav.
N i-1 2 1
nad Zs, 0 1 i nad C
2 14l -1 1 41
0323 !
Reseni: Vysledky jsou 1 a —i. Takhle se k nim dobereme:
1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4
0201702017020172.371
2 1 4 1/ |0 2 3 3/ [0 0 3 2| o
0 3 2 3 0 3 2 3 0 0 01



i—1 2 1 1 -1 —i-1
0 1 i |=1] 0 1 i
-1 1 ++1 i—1 2 1
1 -1 —i—-1
=10 1 i
0 i+1 -1
1 -1 —i-1
=0 1 ) =—1
0 o0 —1

4
(a) Urcete adjungovanou matici adj A.
(b) Uréete A71L.
(¢) Urcete soufadnici x5 TeSeni soustavy linearnich rovnic Az = b.
(d) Uréete obsah trojuhelniku v R?, jehoz vrcholy jsou (0,0)7, (2,4)T, (5,1)T.

Uloha 3. Mé&jme realnou matici A = (2 2) a vektor b = (?)

Regeni: a) Z definice mame

. (b5 =3
adJa(_4 2>,

b) ze vztahu adjungované a inverzni matice dostaneme

1 1(5 -3
-1 _ . .+
A= a4 2<4 2)'

¢) Podle Cramerova pravidla,

1 ‘2 5‘ —-18
X2 = =

Sdedls T2 77
d) Jde o polovinu obsahu rovnobé&zniku uré¢eného hranami (2,4) a (5, 1), tedy

polovinu absolutni hodnoty determinantu, ktery jsme pravé spocitali. Obsah
trojuhelniku je | — 18|/2 = 9.



Uloha 4. S pomoci Cramerova pravidla vyfeSte soustavu rovnic s parametrem
a 1

a€R.
(Alb) = (2 1 2)

Reseni: Cramerovo pravidlo mtiZzeme pouzit jen kdyz je A regularni, tedy pro
a # 2. Determinant A je pak roven a — 2. Determinanty po nahrazeni pfislus-
nych sloupci b-¢kem pak jsou

det(A;) = det (3 D =3—a,

a

det(Az) = det (; 2) =a® 6.

Regenf soustavy ma tedy tvar

( 7 (det/h detAg)T <3a a26>T
T1,T2 = = .

det A’ det A a—2 a—2

Co kdyz a = 27 Pak mame soustavu

2 113
2 1|12)°

ktera o¢ividné nemé feSeni.



Uloha 5. Aniz byste pocitali celou inverzni matici, uréete prvek na pozici
(4,1) matice A~! pro

0 0 0 5 01 01
5 8 7 4 1 2 0 2

(a) A= 6 4 1 1 nad R, (b) A= 03 1 1 nad Zs.
4 7 3 3 2 0 41

Vime, 7e kyzeny prvek A~! je roven — det A4/ det A.
a) Mame

5
_AY = _|g
4

~ o~ 0
w = =

Laplacetv rozvoj podle prvniho fadku nam ftika

det A=-5- = 5det A4,

= o ot
~ o 00
W = =

takze vyjde %

Vsimnéme si, ze jsme to mohli domyslet ze samotné definice maticového néso-
beni. V sou¢inu AA~! musi na pozici (1,1) vyjit 1, a kvtili nuldm na prvnim
fadku tuhle hodnotu dostaneme jako soucinu pétky a hodnoty (A71); 4.

b) Tady se pocitani determinant nevyhneme, vyjde

detA1’4_%_4
detA 1




Uloha 6. Uréete pocet koster nasledujicich (multi)grafi:

(a) (b)

Reseni: a) Laplaceova matice grafu je

4 -1 -1 -1 -1
-1 4 -1 -1 -1
L=]-1 -1 3 -1 0
-1 -1 -1 3 0
-1 -1 0 0 2

Pottfebujeme proto spocitat

4 -1 -1 —1| |4 -1 -1 -1
103 -1

13 -1 0] |-1 3 -1 o0

det(L) =11 5 5 o|=|.1 1 3 o|=|t L 3
-1 0 0 2 7T -2 -2 0 T -2 2
103 -1 g

—lo -4 4 _4‘19 _9‘_4(919)_40.

0 19 -9

MiuzZeme se zamyslet, jaké vSechny kostry graf ma, a ovérit tak, Ze jsme ziskali
spravné ¢islo: Ky ma 16 koster a ke kazdé z nich jsou dvé moznosti, jak pfipojit
horni vrchol (zprava, zleva) — celkem 32 moZnosti. Jinak kostra obsahuje celou
stfisku a v tom pripad mame 4 moznosti, které obsahuji zakladnu, a 4, které
ji neobsahuji.

b) Laplaceova matice:

-2 5 -2 0 -1 0
0o -2 5 -2 0 -1
-1 0 -2 5 -2 0
o -1 0 -2 5 =2



Pocet koster:
5 =2 0 -1 0
-2 5 =2 0 -1
LY =10 -2 5 -2 0]=960.
-1 0 -2 5 =2
0 -1 0 -2 5

Uloha 7. Dokazte, Ze pokud A je horni (dolni) trojuhelnikova matice, pak i
adj A je horni (dolni) trojuhelnikova.

Reseni: Pri vypoétu prvku (adjA);; pod diagonalou pocitdme determinant
horni trojihelnikové matice, ktera ma na diagonale aspon jednu nulu (od (i—1)-
niho sloupce doleva, pfidemz nutné i > 2).



