ResSeni cviceni 4

Uloha 1. Uréete charakteristicky polynom a naleznéte vlastni ¢isla a odpovi-
dajici vlastni vektory nésledujicich matic nad télesem C.
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Reseni:

a)

63—\
= (2= \)(=3-X)—6-6.

pa(A) = det(A — \I2) = det <2 —A 6 )

Polynom upravme a najdéme jeho kofeny (a tim vlastni ¢isla A):
paN) =(2=N(=3-N)=36=X+X—-42=(A—6)(A+T7).

Nasli jsme tak vlastni ¢isla \; =6 a Ay = —7.
Vlastni vektory prislusici danému vlastnimu ¢&islu A uréime nalezenim jadra
matice A — A\I. Pro vlastni &slo A\; = 6 tedy hledame bézi jadra matice

2—6 6 (-4 6 2 -3

< 6 —3—6>_(6 -@)N(o o)’
kterou tvofi napft. vektor x; = (3,2)7.
Podobné zjistime, ze bazi Ker(A — A\al) tvoii napt. vektor zo = (2, —3)7.
Matice A mé tedy vlastni ¢islo A1 s odpovidajicim vlastnim vektorem x; =
(3,2)T a vlastni &slo Ay = —7 s vlastnim vektorem x5 = (2, —3)7. Kazdy
nenulovy nasobek vlastniho vektoru je také vlastnim vektorem.
b) Stejnym postupem zjistime, Ze charakteristicky polynom matice B, pg(\) =
A% — 2\ 4+ 2 mé pouze komplexni kofeny

Ao=1%i.

Vlastnim vektorem p¥islugicim A\; = 1+ i je napt.z; = (1,1 +1)7.
K A\ = 1 — i pak patif nap¥. vlastni vektor x5 = (1,1 —4)T.
c¢) Postupujeme stejné jako u matic 2 x 2. Zjistime, Ze

pe(N) = det(C — A\3) = —(A 4 1)3.



Matice C' mé tedy jediné vlastni ¢islo A = —1 s algebraickou nasobnosti 3. Déale
nés zajima jadro matice
2—(-1) -1 2 3 -1 2

5 —3—(=1) 3 5 -2 3
-1 0 —2—(=1) -1 0 -1

1 01
~(0 1 1
0 00

Jeho bézi tvoif napi. vektor (1,1, —1)T. Geometricka nasobnost vlastniho &isla
A je tedy jen 1.

Uloha 2. Pro matici

A:

NGRS
o = O
=~ = N

nad télesem Zs najdéte vSechna vlastni ¢isla, jejich algebraické nasobnosti a
v8echny vlastni vektory.

Regent: Hledame nad télesem Zs kofeny polynomu pa(A) = det(A — M3) =
4X3 4 4X? 4 2. Prostym dosazenim pa(0) = 2,pa(1) = 0,pa(2) = 0,pa(3)
1,pa(4) = 2 se dozvime, Ze vlastnimi ¢isly A jsou pravé A\ = 1 a Ay =
2. Abychom zjistili jejich algebraické nasobnosti, vydélime p4(A) polynomem
(A —1)(A—2) = A2 + 2\ + 2. Dostaneme

(AN3 + 402 +2) 1 (A2 + 20 +2) =4(\ + 4),
takze pa(A) = 4(A+4)%(A+3), a tedy vlastni ¢islo 1 méa algebraickou nédsobnost

2 a vlastni ¢islo 2 ma algebraickou nasobnost 1.
Pojd'me urcit piislusné vlastni vektory. ReSime homogenni soustavy s maticemi

3 0 2 20
M1::A—1-I3: 4 0 1 aMng—2-I3: 4 4
2 0 3 2 0

N = DN

Dostaneme (napiiklad) Ker(M;) = span{(1,0,1)T,(0,1,0)T} a Ker(My) =
span{(1,3,4)T}, ¢imZ jsme nagli dva vlastni vektory vlastniho &isla A\; a jeden
pro As.



Uloha 3. Matice A ma vlastni &sla Aq,...,\, a jim odpovidajici vlastni

vektory x1,...,x,. Urcete, jak vypadaji vlastni ¢isla a vlastni vektory
(a) matice A?, (c) matice A+ al,,
(b) matice a4, (d) matice AT.

ReSent: Viechna feSeni (az na d)) se daji odhadnout, kdyZ matice interpretu-
jeme jako reprezentace linearnich zobrazeni v néjakém vektorovém prostoru.
Zde ukazeme pevné dikazy, Ze intuice neklame:

a) Plati
AQI‘i = A(Al‘l) =A- )\ZJ?z = )\Z(Al‘z) = /\?.13z
Vlastni vektory tedy ztistavaji, ale odpovidaji jim ted vlastni &isla A2, ... A2,
b) Zde podobné
aAzx; = al;x;,
takze vlastni vektory se opét neméni, akorat jim odpovidaji vlastni ¢isla aAq, ..., a\,.

c) Jak se chova odpovidajici zobrazeni ,,f(z)“? S¢itd Az a a-nasobek x. Opét
si to rozepiSme:

(A4 al)x; = Az + ax; = (N + @)z;.

Ani tentokrat se neméni vlastni vektory, ale vlastni ¢isla jsou ted \1+a, ..., Ap+
Q.

d) Zde se naopak nemohou zménit vlastni ¢isla. Determinant kazdé matice je
stejny jako determinant jeji transpozice. Chci Fict, ze

pa(N) = det(A — M) = det((A — A)T) = det(AT — XI) = par (V).

Vlastni vektory transponované matice se ale mtazou chovat dost rizné. Hezkou
formuli nevyjidiime, jak se zméni.

Uloha 4. Zname tii vlastni ¢isla matice

0 0 v =7
4 5 2 =2
A= 16 4 15 -8 |’

30 4 26 -—-19

ato A\ =3, 2 = —4 a A3 = 5. Dopocitejte zbylé vlastni éislo.



Reseni: Tady se dalo postupovat nékolika zptisoby. Umime najit charakteris-
ticky polynom p4(A) a vime, Ze ho dé&li tii konkrétni polynomy tvaru (A — A;).
7 toho se da pomérné pracné dopocitat, ze hledané vlastni ¢islo je Ay = 7.

e

Jednodussi je si uvédomit (nebo vzpomenout, pokud to bylo zminéno na pied-
nasce), Ze det(A) je roven soucinu vlastnich ¢éisel A (chci taky poukézat, Ze
tenhle vztah je asponi pro realné vektorové prostory ohromné intuitivni kdyz
se opirame o geometrické interpretace determinantu a vlastnich &isel).

Jsou-li Ay,..., A\, vlastni ¢isla A (kde kazdé \; zahrneme tolikrat, kolik je jeho
algebraickd nasobnost), pak plati

det(A=XI) = (=1)"A=X1)---(A=X\p).
Dosazenim A = 0 dostaneme vztah
det(A) = (=1)"(=A1) - (=) = A1+ Ay

tak jak tvrdim.

Podle téhle formule tak staci najit determinant A a vydélit ho vSemi danymi
vlastnimi ¢isly. To je o trochu min pracné. Kdyby ale byl determinant nulovy,
tahle formule nam nestaci.

vy o

Nejjednodussi a nardz univerzalni postup ndm da nasledujici obecné platné
formule (pro libovolnou matici A s vlastnimi ¢isly A, ..., Ay):

i A; = trace(A) = i Qi
i=1 i=1

Diky tomu pouze se¢teme diagonalni prvky A a odefteme zndmé vlastni ¢isla,
a skoro bez priace mame nase \y = 7.

I tahle formule pravdépodobné uz byla nebo bude na prednasce (a vzpomeiime
taky na vétu o Gerschgorinovych kruzich, ktera dava do souvislosti diagonélu
A a vlastni ¢isla), pro tplnost ale sepiSu i jeji kratky dukaz:



Dvéma zpiisoby spoéitame koeficient b,_; u A"~ ! v charakteristickém poly-
nomu pa(A) = (—=1)"A\" + b1 A" 71 + ... + b1 A + bo: Definice determinantu
iika, ze v det(A — AI,,) monom b, ;A" ! vznikne jen z identické permutace,
tj. pouze ze soucinu (a1; — A) -+ (@py — A), a méa tak hodnotu
bnfl = (_1)”_1(0/11 + -+ a/nn)~
Zaroven ale plati, Ze pa(A) = (=1)"(A = A1) -+ (A= \,), z ¢ehoz
bn—l - (*1)’”(*)\1 - )\2 — A'n,)-
Dostali jsme tak rovnost
(71)77,7] (all + -+ ann) - (71)1@(*)\1 - AQ - )‘n)
|

Uloha 5. Necht f je linearni zobrazeni na podprostoru span{(1,0,1)”, (2, —1,0)”}
prostoru R3, pro které plati

£(1,0,0)7) =(9,-4,)" a f((2,-1,007) = (-3,2,1)".
Spocitejte vSechna vlastni ¢isla a jim pfislusné vlastni vektory zobrazeni f.

Reseni: Najdeme matici zobrazeni f vzhledem ke vhodné zvolené bazi prostoru
V =span{(1,0,1)T, (2, —1,0)T}. Nabizi se baze

B=((1,0,1)",(2,-1,0)7).

Spocitame

B B

s = (5 ).

Charakteristicky polynom f je roven charakteristickému polynomu matice g[f] s
(nabizi se otazka, ,Doopravdy bychom dostali stejng polynom kdybychom jinak

z CehoZ vidime, Ze



zvolili bdzi?*, na kterou je odpovéd ano, jak se uZz brzy probere na prednas-
kach). Ten je roven
M4EX—6=(A-2)(A+3),

takze naSe zobrazeni mé vlastni ¢isla 2 a —3. Pfislusné prostory vlastnich
vektort vyjadiené v bazi B jsou potom

Ker <_41 _14) — span{(1,1)"}a

Ker (j D — span{(1, —4)T}.

7 toho uz dopocteme, ze f mé vlastni ¢islo 2 s odpovidajicim vlastnim vektorem
(3,—1,1)T a vlastni &islo —3, jemuZ odpovidéa vlastni vektor (—7,4,1)7.

Uloha 6. Pro kazdé prvocislo p naleznéte matici typu 2 x 2 nad Zyp, ktera
nebude mit Zddné vlastni ¢islo (v Z,).

Reseni: Pro p = 2 funguje napf. (1 }).
Pro liché p miZeme vzit takové a € Z,, Ze rovnice x

a zvolit
0 a
1 0/°

(Pro liché p je 0 jediné x € Z,, pro které x = —x, ale nardz v* = (—x)?, takZe
¢isla 1,...,p — 1 maji mazimdlné % rizngjch obrazi vici x — x2.)

2 = a nema (v Z,) feseni,



