Reseni cviceni 5

Uloha 1. Najdéte nejmensi ¢islo a € R takové, ze A + SI,, je regularni pro
vSechny 8 > a.

Reseni: Necht A\ > XAy > ... > \, jsou realné vlastni ¢isla matice A. Pak
a = —\, z definice vlastnich &isel, protoZe matice (A — S1I,,) je regularni pravé
pro ty B, co nejsou vlastni ¢isla.

Pokud A nemé realna vlastni éisla, je ,,ae = —o0“.

Uloha 2. Uréete, zda jsou nasledujici matice diagonalizovatelné:

4 -2 0
A=|o 2 o, B:(_O2 ;)
6 -5 1
2 3 3
C:Gé) D=0 7 0
00 7

Reseni: Jak vime z prednasky, ¢tvercova matice fadu n (a piislusné linearni
zobrazeni na prostoru dimenze n) je diagonalizovatelna, pravé kdyZz ma n line-
arné nezavislych vlastnich vektori. Za tkol tedy je rozhodnout, zda se geome-
trickd nasobnost kazdého vlastniho ¢isla rovna té algebraickeé.

Charakteristicky polynom matice A je
pa(A) = (=22 =)=,

takze jsme nasli tfi rizné vlastni ¢isla trojdimenzionalniho zobrazeni a mizeme
rovnou Fict, Ze A je diagonalizovatelné.

Pro matici B je to podobné, jen vyjdou dvé (riznd) komplexni vlastni ¢isla
1 4 4. Matice je také diagonalizovatelna.

Charakteristicky polynom C¢ka je pc(\) = (5 — \)?, takze C' ma vlastni &islo
5 s algebraickou nasobnosti 2. Jeho vlastni vektory tvoif jadro matice (9 }),
kterd mé hodnost 1, takze vlastnimu ¢&islu 5 nélezi jen jeden vlastni vektor. C'
neni diagonalizovatelna.

VySetfeni Dc¢ka je usnadnéné tim, Ze jde o trojihelnikovou matici a rovnou
vidime, Ze jen potfebujeme zjistit, jakou geometrickou nasobnost méa vlastni
¢islo 7 s algebraickou nésobnosti 2. Hodnost matice
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je 1 (a jeji jadro ma tak dimenzi 2), takZe dvojnasobné vlastni ¢islo 7 ma dva
(linedrné nezévislé) vlastni vektory, a matice D je diagonalizovatelna.

Uloha 3. Rozhodnéte o platnosti ,4 ~ B = A% ~ B2.“
Jak to je s opa¢nou implikaci?

Reseni: Mame A2 = SBS~1SBS~! = SB2S1, takze tvrzenf plati.

Opac¢na implikace platit nemusi. Snadnym protipiikladem jsou matice I,, a
—1,,. Ty maji razna vlastni ¢isla, a tedy nejsou podobné, ale druhd mocnina
obou je I,.

Uloha 4. Rozlozte nasledujici matice na sou¢in SDS~!, kde S je regularni a
D diagonélni.

2 00 0 2 -2
A=|-4 1 3|, B=AT, Cc=|1 -1 5
-4 0 4 2 —4 8

Resen: Vzdy spocitame vlastni ¢isla a vlastni vektory dané matice. Pokud je
vlastnich vektord plny pocet (tj.n, tj. 3 linedrné nezavislé), sestrojime samotny
rozklad.

Saarusovo pravidlo nam rovnou dé vlastni ¢isla A:
pa(A) = (2-NA =24 = A).

Rovnou vidime, 7ze A je diagonalizovatelna (ma n riznych vlastnich &isel).
Nalezenym vlastnim &slam 2, 1,4 odpovidaji (linedrné nezavislé) vlastni vek-
tory (1,2,2)7,(0,1,0)7,(0,1,1)T. Vyuzijeme je jako sloupce hledaného S:

B ma, jakozto transpozice A, stejné vlastni ¢isla, takZe ani ted se nevyhneme
samotné diagonalizaci. Nebude to ale t&zké, protoze

AT _ (SDS_l)T _ (S_l)TDTST — (S_l)TDST,

takZe jsme uz vlastné rozklad spocitali v minulé tloze.



Pro C rozklad vyjde podobny jako pro A, jen je to vic pocitani (protoZe cha-
rakteristicky polynom nedostaneme Saarusovym pravidlem zadarmo). Vlastni

¢isla zase vyjdou 4, 2, 1, a odpovidaji jim vlastni vektory (0,1,1)7, (1,2, 1)T,(2,1,0)7.
Z toho uz

0o 2 =2 01 2 4 0 0 1 -2 3
1 -1 5 |=(1 21 0 2 0 -1 2 =2
2 -4 8 1 1 0 0 0 1 1 -1 1

. R &
Uloha 5. Bud A<3 4).

(a) Oveite pro ni Cayleyho-Hamiltonovu vétu.
(b) Vyjadrete A* jako linearni kombinaci I a A.

(c) Vyjadrete A~! jako linearni kombinaci I a A.

Reseni: a)
pa(N) = det(A — A) = A% — 5\ — 2.

Dosazenim A do formalniho polynomu dostaneme

42 _ea_or _ (7 10y _ (5 10\ (2 0\ _(0 0
pa(4) = A% =54 2I"—(15 22 15 20 02/ \0 0)
b) Pro vyjadieni A* potfebujeme A\* vydélit polynomem pa()\) se zbytkem,
¢imz dostaneme

M= (A2 + 5\ +27)pa(A) + 145\ + 54.

Proto plati
A* = 09yo + 145A + 541,,.

¢) Z Cayleyho-Hamiltonovy véty vime, Ze
0=pa(A) =A% —5A - 2I,.
Vynasobenim matici A~! dostaneme

0=A-5l—2A71



neboli 1 5
_1 _ - Y
A7 = 2A 212.

Uloha 6. Dokazte Cayleyho-Hamiltonovu vétu pro diagonalizovatelné matice.

Reseni: Méjme diagonalizovatelnou A = SAS™! (kde A je diagonalni matice s
vlastnimi ¢isly na diagonale) s charakteristickym polynomem

pa(A) = (=1)" A" 4+ b g A" 4 b+ b
Dosadime
pa(A) = (=1)"(SAS™H™ + b, 1 (SAS™H" L 4. 4 51 SAS™ + bol,..

Piitom A% = (SAS™H)F = SASTH(SAS~1)k—1 = SAkS—L takze vyraz upra-
vime na

(=1)"SA™ + -+ + bySI,,S™ 1,
a vytknutim S a S~! dostaneme
S((=1)"A™ + by A"+ b)) ST

Dostali jsme vyraz tvaru SMS~!. Kdyz se zamyslime nad matici M, ktera
vyjde v zavorce, vidime, Ze mimo diagonalu méa jen nuly a -ty diagon&lni
prvek je roven

My = (=1)" AP 4+ by AP 4 -+ b\ + bo,

coz je z definice vlastnich &fsel taky nula. Celd matice pa(A4) = SMS~1 je
proto nulové, jak tvrdi Cayleyho-Hamiltonova véta.



Uloha 7. Je-li ¢ linearni zobrazeni na vektorovém prostoru Z2 nad télesem
Zs s matici

kan [90] kan —

N W O
— = =
O NN

ovéite, Ze ¢ je bijekce a rozhodnéte, zda jsou zobrazeni ¢ a ¢~ diagonalizo-
vatelnd.

Resend: Charakteristicky polynom matice je

- 1 2
Peanlolran (A =det [ 3 1—=X 2 | =1=XN)A\+1).
2 1 -

Dosazenim za A v8ech hodnot télesa Zs zjistime, ze vlastni ¢isla jsou hodnoty
{1,2,3}. Zobrazeni ¢ je trojdimenzionalni a jak vidime, ma tfi rtzna vlastni
¢isla. Je tedy nutné diagonalizovatelné.

Nula nenf vlastnim &islem jqp,[¢]kan, takZe ¢ mé (linearn{) inverz ¢ ~!. Protoze

M7 ) = 07 W) = ¢ (p(v) = v

pro kazdé vlastni &slo A a jemu pifslusny vlastni vektor v, jsou &isla {171,271, 371} =
{1,3,2} opét viechna vlastni &isla ¢!, a i tohle zobrazeni je diagonalizova-
telné.



