Reseni cviceni 6

Uloha 1. Najdéte matici fadu 3 s jedinym vlastnim vektorem v = (1,1,1)7.
MiZe pomoct nejprve najit matici 3 x 3 s libovolnym (ale jedinym) jednim
vlastnim vektorem.

Resend: Asi nejjednodussi zplisob, jak ziskat matici s jedinym vlastnim vekto-
rem, je zvolit Jordanovu buitku

J3(0) =

oS OO
S O =
o = O

Jeji vlastni vektor je ale e; = (1,0,0)7. Abychom matici transformovali na
takovou, jejiz jediny vlastni vektor je (1,1,1)7, mizeme vyuzit podobnosti a
uvazovat matici tvaru S~—1.J3(0)S.
Chceme pfitom

Av = S7113(0)Sv = M.

Pfenésobenim matici S zleva dostaneme J5(0)Sv = ASv, tedy Sv je vlastnim
vektorem J3(0). Se¢teno podtrZzeno, chceme takovou regularni matici S, aby

1

1
Sv=5|1 = €1 = 0
1 0

Takovych regularnich S je spousta, vyberme si néjakou jednoduchou:

1 0 0
S=(1 -1 o0
0 1 -1
Hledana matice je potom
1 0 0 010\ /1 0 0 1 -1 0
A=S"1108=|1 -1 0 00 1|1 -1 o0}=(1 -2 1
1 -1 -1/ \0o oo/ \o 1 -1 1 -2 1

MiuZeme ovéfit, Ze jsme splnili zadani. A ma ted jediné vlastni &slo 0, které je
trojnasobné a piislusi mu jediny vlastni vektor v.



Uloha 2. V kolika Jordanovych buitkach matice A € R6%16 je vlastni &islo 8,
pokud vime, Ze rank(A — 8I14) = 97

Regent: dimKer(A — 8I15) = 16 — 9 = 7, takze vlastni &slo 8 je v sedmi
buiikach.

Uloha 3. Pro nasledujici (symetrickou) matici A najdéte spektralni rozklad
tvaru QAQT (kde A je diagonalni matice).

1 11
A=(1 1 1
1 11

Reseni: A mé jednonésobné vlastni ¢slo 3 a dvojnasobné 0. Trojce pifslusi
vlastni vektor v; = (1,1,1)7 a nule napt.vs = (1, —1,0)7 a vy = (1,1, -2)7.
Pro i # j plati vl v; = 0.

Pokud sestavime matice

300 1 1 1
A=[0o 0 o], s={1 -1 1|,
00 0 1 0 -2

dostaneme spektralni rozklad tvaru SAS™!. Ortogonalni matici uz viak dosta-
neme snadno, protoze muzeme piedefinovat

, 1
v; = = V;.
U Uy

Tim docilime toho, ze pro kazdé i plati v v; = 1, a tak dostaneme hledanou
Q (tim, ze vysledna v, dame do sloupci):
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S
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.



Uloha 4. Najdéte realnou ortogonalni (takovou, ze UTU = I,,) matici U, pro
niz je UT AU diagonalni, jestlize

(a) A= <_31 i) (b) A=

N DN Ot
N Ot DO
TN N

Reseni: Obé matice jsou symetrické, tedy ortogonalné diagonalizovatelné.

a) Obvyklym zptsobem pocitame pa(A) = (A + 2)(A — 8), vlastni ¢isla jsou
A1 = —2, kterému piisludi vlastni vektor v; = (—=3,1)T a Ay = 8, kterému
piislusi vy = (1,3)7.

Je podstatné, ze vivy = viv; = 0, ale k ziskani ortogonalni matice pot¥ebu-

jeme navic v{Tv] = vil'vh = 1, takze dostaneme

=25 (3P a) (3 )T ()-8

b) Uréime vlastni &sla a jim prislusné vlastni vektory matice A. Jedno vlastni
¢islo je zfejmé A; = 3. VyTesime homogenni soustavu rovnic s matici

2 2 2
2 2 2
2 2 2

a dostaneme Ker(f — 3id) = span{v; = (=1,1,0)T, vy = (-1, -1,2)T}.
Posledni vlastni vektor bude kolmy na Ker(f — 3id), takZe zvolme napt.vs =
(1,1,1)T. Spocitame, Ze

1 9
Al1]=19],
1 9

takZe tento vlastni vektor vz odpovida vlastnimu ¢éislu Ay = 9.
Vektory v; jsem volil tak, aby na sebe rovnou byly kolmé (tj.v]v; = 0 pro
i # j). Potfebujeme je tedy jen ,normalizovat* na




a dostat finalni rozklad

UTAU =

CRSES
OIS N
SECEN
=SSl

Shslsll
shslsh-
Shah o
Shslsie
shabak

Uloha 5. Dokazte, ze pro libovolnou matici A € R™*" ma matice ATA
vSechna vlastni ¢isla nezaporna. Kdy budou kladna?

Regeni: Uvazme vlastni &slo A matice AT A a jemu odpovidajici vlastni vektor
x, neboli

AT Az = Mz
Pak plati, ze

n
2T AT Az = daTe = ) fo (pficemz alespoii jedno z; je nenulové).
i=1

Kdyz ptitom definujeme y := Az, dostaneme, Ze

eT AT Az = yTy = ZyJ2 > 0.

j=1

A tedy nemitize byt zaporna, protoze pak by prvni odvozeni dalo zaporné &islo
a druhé nezaporné.

Naréz vidime, Ze A = 0 nastane pouze pokud y’y = o (kdyZ jsou viechna y;
nulova), neboli kdyZ Ax = o pro nenulové z, a tedy jen pokud jsou sloupce
A linearné zavislé. Jsou-li sloupce A linearné nezavislé, vSechna vlastni &isla

AT A budou kladné.



Uloha 6. Najdéte Jordanovu normélni formu matic

Lo L1 1000

A=l0 1 1|, B=(0 1 1|, C=
00 2 00 2 L2380
121 1

Reseni: Uloha spoc¢iva jen v odhaleni algebraické a geometrické nasobnosti
vlastnich ¢isel.

Matice A je diagonalni a rovnou proto vime, Ze ma (algebraicky) dvojnasobné
vlastni ¢islo A\; = 1 a jednonasobné A\ = 2. Vlastni ¢islo Ay nutné lezi v jedné
Jordanové buiice (1 x 1), ale A\; muiZe leZet v jedné, nebo ve dvou. Spo&itanim
rank(A — 1 - I3) = 1 odhalime, Ze geometrickd nasobnost A; je dva. Matice je
tedy diagonalizovatelna a hledana Jordanova forma je

o O
O = O
N OO

Matice B se od A lisi jednim prvkem, ktery zajisti, Ze (vlastni ¢isla jsou stejna
se stejnami algebraickymi nasobnostmi a) rank(A — A1 I3) = 2, takZe tentokrat
je geometrickd nasobnost A\; rovna jedné. Jordanova forma matice B je

1 10
010
0 0 2

Matice C' méa dvé dvojnasobna vlastni ¢isla Ay = 1 a Aa = 3. Protoze rank(A —
Mly) =2 arank(A — Aoly) = 3, Ay lezi ve dvou buiikich, zatimco Ay v jedné:

o O O
OO = O
O W oo
w = o O



Uloha 7. Uvazujme linearni zobrazeni f : C> — C? uréené matici

2 -2 -1
kan[f]kan = 1 3 1
1 2 4

(a) Najdéte bazi B, vici které bude matice f v Jordanové tvaru,
(b) spocitejte p[f*]z,
(c) polozime-li A = ian|f]kan, spotitejte mocninu A*5.

Reseni: a) Spocteme p(\) = (3—\)3. Zobrazeni f ma tedy jediné vlastni &islo
3 (algebraické) nasobnosti 3. Urd¢ime mnozinu pfislugnych vlastnich vektoru:

-1 -2 -1 1
Ker(f — 3id) = Ker(kan[flkan — 3I3) = Ker [ 1 0 1 | =span 0
1 2 1 -1

Zvolime si napiiklad vlastni vektor v; = (—2,0,2)" a dale po¢itame Jordaniyv
Tetizek. ReSenim nehomogenni soustavy

-1 -2 —-1|-2

dostaneme piimku (0, 1,0)7 + span {(—1, 0, l)T} téch vektori x, pro které
(f —3id)(z) =v; (¢imz (f — 3id)*z = 0).

Za vektor vo muizeme zvolit libovolny jeji bod, napt. vy = (—1,1,1)7. Dale tak
feSime soustavu

-1 -2 —-1|-1

a volime néjaké jeji feSeni, tieba vs := (1,0,0)T. Nagli jsme bazi

-2 -1 1 310
B= 0], 11,10 , proniZ g[flp=10 3 1
2 1 0 0 0 3



b) Jordanova véta nam miize pomoct pfi pocitani mocnin. Mocninu libovolné
Jordanovy buiiky dostaneme jako

k
A S WO U () P (1 DU P B P
e L (N PR
Ta(W)F = = : :
00 - X 1 0 0 Ak (llc))\k—l
00 0 A\ 0 0 0 \F

kde pripadné pro r > k polozime (f) MNe—m =0
To pouzijeme na matici

31 0\ /3% 45.34 990.3%3
slf®le=8lflF=(0 3 1| =10 345 45.34
00 3 0 0 345

c) V (a) jsme fakticky spoéitali takové P = yu,[id] 5, Ze 3A = PJP~1 kde J
je Jordaniv kanonicky tvar matice gon|[f]ran. Proto

1 1 1 1
k_ prip-1_pLip-1__ ptip-1_ kp—1
A _P3JP P3JP P3JP _ngJ P

Popsanym postupem najdeme A*:

L (-2 -1 1)\ /3% 45.3% 990.3%%\ /(-2 -1 1 !
AP=— 10 1 0 o 345 45 . 3% 0 1 0
3\ 1 0 345 2 1 0
-2 -1 1 1 15 110 0 -3 3 —234 —30 -235
=0 1 0 0 1 ofl=[ 15 1 15
2 1 0 1 0 1 235 30 236



