Reseni cviceni 8

Uloha 1. Rozhodnéte, zda jsou nasledujici matice ortogonalni:

11 o 1 2 1 -2
A= , B= (P TRRA) oo 12 2
1 -1 sina  cosa 3\ 9 _1

Reseni: Matice Q je ortogonalni, pravé kdyz QT Q = I,,.
Pro prvni matici vyjde
2 0
T A _
ATA = (0 2),

neni tedy ortogonalni (ma4 sice ortogonalni sloupce, ale ty nemaji jednotkovou
velikost).

Pro dalsi dvé matice vyjde BT B = I, CTC = I, takZe jsou ortogonalni.

Uloha 2. Ukaite, Ze spektralni rozklad QAQT, kde A je diagonalni a @ orto-
gonalni, existuje pouze pro symetrické matice.

Resent: 7 prednéasky vime, ze kazda symetrickd matice mé takovy rozklad.
Kdyz takovy rozklad existuje, mame

AT = (QAQT)T = (Q)TATQT = QAQT = 4,
takze matice s takovym rozkladem je vzdy symetricka.

Uloha 3. Budte M, N C V podmnoziny vektorového prostoru V.
Ukazte, ze (M UN)t = M+ NN+

Reseni:
M*ANt={zecV|VyeM: (z,y) =0}n{z €V |Vye N: (z,y) =0},

ML NN+ je tedy mnozina vektori, které jsou kolmé jak na vektory z mnoziny
M, tak na vektory z mnoziny N. Jsou tedy kolmé na vSechny vektory mnoziny
M U N, coz dava piimo definici (M U N)+.

Uloha 4. Najdéte podprostor U € R® takovy, ze dimU = dim U .

Resent: Vime, 7e pro U € V plati dim U 4 dim U+ = dim V, takZze pozadovany
podprostor U nemiiZe existovat (musel by mit necelo¢iselnou dimenzi).



Uloha 5. Uréete vzdalenost bodu a = (5,5,3,3)” od roviny p prochazejici
pocitkem a body b = (0,1,—1,0)T a c= (4,-2,2,-1)T.

Reseni: Spocitame projekci p,(a) vektoru a do rovinu p. Hledana vzdalenost
bodu od roviny je pak rovna vzdalenosti a od p,(a).

,UCebnicovy postup® nejprve najde ortonormalni bazi podprostoru p, coz udé-
lame Gramovou-Schmidtovou ortogonalizaci vektora b a ¢, ¢imZ dostaneme

V2

b/ - 7(07 1, —I,O)T
1
d = 9(4,0,0,4)?

Projekce p,(a) mé potom tvar
p(@) = @) + (a, )
= ﬁ?(o, 1,-1,0)7 + mlﬂ:@, 0,0,—1)7
=(4,1,-1,-1T.
Ted uz zbyva jen dopoéitat pozadovanou vzdélenost:

Ha _pp(a)H = “(5757373)T - (47 1, -1, _1)T|| = ||(17474=4)T|| =T.



Uloha 6. Otestujte pozitivni definitnost matic

4 -2 4 1 2 -3
A=1-2 10 1), B= 2 4 1
4 1 6 -3 1 2

Reseni: Zkusime najit Choleského rozklady.
Pro prvni matice se to povede, dostaneme A = UTU, kde

92 _
U=10

0
takze A je pozitivné definitni.

KdyZz se o to samé pokusime pro matici B, vyjde nam, Ze prislusna horni
trojihelnikova matice Up musi mit prvni dva sloupce
1 2 -
Ug=1(0 0 -],
0 0 -

kde rovnou na diagonale na pozici (2,2) vidime nekladnou hodnotu (a ani
by nebylo mozné vyplnit t¥eti sloupec aby platilo B = ULUp), takze B neni
pozitivné definitni.



