Reseni cviceni 9

Uloha 1. Necht A, B € R™*" jsou pozitivné definitni.
(a) Ukazte, ze A + B je také pozitivné definitni.
(b) Jak to bude se sou¢tem pozitivné semidefinitnich matic?
(c) Jak to bude se sou¢tem pozitivné semidefinitni a pozitivné definitni ma-
tice?
(d) Jak to bude s nasobkem pozitivné (semi)definitnich matic aA?
Regent:
a) 27 (A+ B)x = a7 Ax + 2T Bx, pFicemz oba séitance jsou nezaporné a
jsou kladné pro vSechna nenulova z.
(b) Uplné stejné nahlédneme, Ze soucet je také nutné pozitivné semidefinitni.
(¢) Soucet bude pozitivné definitni (opét stejnym argumentem).
(d) 2TaAr = a(2T Az). Proto je aA pozitivné (semi)definitni pro o > 0 (a
je negativné (semi)definitni pro a < 0).

Uloha 2. Otestujte pozitivni definitnost matic

4 -2 4 1 2 -3
A=1-2 10 1), B= 2 4 1
4 1 6 -3 1 2

Reseni: Zkusime najit Choleského rozklady.
Pro prvni matice se to povede, dostaneme A = UTU, kde

9 _
U=10

0
takZze A je pozitivné definitni.

Kdyz se o to samé pokusime pro matici B, vyjde nadm, Ze prislusna horni
trojuhelnikova matice Up musi mit prvni dva sloupce
1 2 -
Ug=10 0 -],
0 0 -
kde rovnou na diagondle na pozici (2,2) vidime nekladnou hodnotu (a ani

by nebylo mozné vyplnit tieti sloupec aby platilo B = ULUp), takze B nenit
pozitivné definitni.



Uloha 3. Ukaite, 7e libovolnd mocnina pozitivné (semi)definitni matice je
pozitivné (semi)definitni.

Reseni: M&-li matice A vlastni ¢sla Ay, ..., A, jeji mocnina A¥ m4 vlastni
¢isla AF, ... AP Pozitivné definitni matice ma vsechna vlastni &isla kladna, coz
se mocnénim zachova. To samé plati pro semidefinitni matici a jeji nezaporna
vlastni ¢isla.

Uloha 4. Najdéte regularni matici, ktera je pozitivné semidefinitni, ale ne
pozitivné definitni.

Reseni: Pozitivné semidefinitnf matice ma nezaporné vlastni ¢isla. Pokud je
regularni, nemuze mit nulové vlastni ¢islo, a jeji vlastni ¢isla jsou proto vSechna
kladna. V takovém piipadé uz jde o pozitivné definitni matici, takze hledana
matice neexistuje.

Uloha 5. Najdéte Choleského rozklad matice

1 2 -1
A= 2 5 —2
-1 -2 2

S pomoci rozkladu pak najdéte A~".
Reseni: Plati A = LTL pro

Pro inverzi tedy plati A=' = (LTL)™' = L='L~7. Standardnim zptsobem
ted mizeme najit inverz horni trojuhelnikové matice

1 -2 1
Lt=10 1 o],
0 01
a ted jen stadi vyjadrit hledanou inverzi
6 -2 1
At=r(rHr=[-2 1 o0
1 0 1



Uloha 6. Pomoci Choleského rozkladu vyfeste soustavu Az = b, kde

4 -2 2 2
A=|-2 2 3|, b=[-2
2 -3 6 5

Reseni: Choleského rozklad A = LTL je

S touto trojuhelnikovou matici nejprve zpétnou substituci vyfeSime soustavu
LTy =b, vyjde

y=|-1
2

Ted zpé&tnou substituci vyfesime Lz = y, a dostaneme vysledek = = (1,3,2)7.



