ResSeni cviceni 11

Kvizova otazka: Jak vypada matice pfechodu od baze by, bs, b3 k bazi bo, by, b3?

Odpovéd: Je to matice (:1; é El;) (ktera je svym vlastnim inverzem).

Pozndmka: Casto v linearni algebie pouzivame formulace typu ,,Vyjadrete li-
nearni zobrazeni jako matici vici bazi B = {by,bs,...,b,}*. To je zneuziti
notace, protoze {slozené zavorky} zna¢i mnozinu, tedy neusporadanou ko-
lekci prvka. Jak ilustrujeme v kvizu, k ziskani matice linedrniho zobrazeni po-
tfebujeme mit vektory baze usporadané. Na prikladu {by,...,b,} to zrovna
tolik nevadi, protoze ty b; jsou usporadany ocislovinim v dolnim indexu, ale
uz v nasledujici tloze bychom zcela spravné méli psat misto sloZenych zavorek

(kulaté), protoze tak se znaci usporadané n-tice.

Uloha 1. V prostoru R® uvazujme dvé baze

By ={(1,1,)",0,1,-D)7,(2,0,1)T}, B, =1{(3,2,2)",(1,0,1)7,(1,2,2)"}.

(a) Sestrojte matici pfechodu od béaze By do kanonické.

(b) Sestrojte matici pfechodu od kanonické baze do baze Bj.
(c) Uréete souradnice vektoru (1,2,0)” vzhledem k bazi B;.
(d) Sestrojte matici prechodu od baze By do baze Bj.

Reseni a): To je zrovna jednoduché, protoze vime, Ze méa platit

1 1 0 0 0
kan [id]B1 {0 = 1 P kan[id]Bl . 1 = 1 s kan[id]Bl - 10
0 1 0 —1 1
jinymi slovy
1 0 2
kanlid) B, - I = ganlidls, = | 1 10
1 -1 1

2
0f,
1

Resent b): Uz zname yqp[id] g, . Stadi nadm spocitat inverz g, [id|gan = kan [id]g,i:

1 0 2|1 00 1 0 0]-1/3 2/3
1 10/0 10| ~1[010| 1/3 1/3 —2/3
1 -1 1|0 0 1 00 1| 2/3 —1/3 -1/3



Regeni ¢): Ted, kdyZ uz mame spocitanou matici prechodu p, [id]gan, staci
vyuzit, ze [2]g, = B, [*d]kan * []kan:

-1 2 2 1 1

— 1 1 -21-12| =11

2 -1 -1 0 0

Reseni d): Opét to uz mame de facto zadarmo:
B:[1dl B, = B, [id]kan * kanlid) B,

1 -1 2 2 3 1 1 1 5 1 7
= 3 1 1 -2 20 2]l==11 -1 -1
2 -1 -1 2 1 2 2 1 -2

Uloha 2. Uvazme linearni zobrazeni f : P? — P? zadané
1 2 3
slfle=(0 1 2
1 00
vzhledem k bazi B = {1,1 + z, 2%}. Najdéte p/[f]p/, je-li B’ = {1,2,1 + 2?}.

Reseni: Pivodné jsem tu mél nespravné tesSeni. Pardon. Dejte prosim védét,
pokud najdete dalsi chyby.

Roli kanonické baze v P* mize hrat (k + 1)-tice {1,z,22,...,2%}.

Mame

1 1 0 1 0 1
kan [Zd]B =0 1 0], kan [id]B/ =0 1 O
0 0 1 0 0 1

Matice p/[id|p a glid]p ziskdme pomoci naseho oblibeného triku (A|B) ~
(IIA7'B):

11 01 0 1 1 0 0]1 -1 1
01 0|01 0] ~ (0 1 0}0 1 01,
0 0 1|0 0 1 0 0 1]0 01
1 0 1]1 1 0 1 0 01 1 -1
01 001 0} ~1{(010]01 0
0 0 1|0 0 1 0 0 1/0 0 1




Nyni vyjadiime

p'[fl = plid|s - B[f]B -

O~
—_— O =

Uloha 3. Mé&jme linearni zobrazeni f : Z3 — Z2 dané matici

1 2 0
F:kan[f]BU = 21 0 5
1 1 4
kde
By ={(0,1,3)",(1,2,0)",(0,3,1)"}.
Rozhodnéte:

e Je zobrazeni ,na“?

e Je zobrazeni prosté?

e Kam se zobrazi vektor (1,1,1)7 (zapsany v kanonické bézi, tj. piimo
tento vektor)?

Naleznéte vektor (vii¢i kanonické bazi), ktery se zobrazi na (2,1,2)T
Naleznéte matici zobrazeni f vzhledem ke kanonickym béazim.

Reseni: F je regularni matice, takze f je izomorfismus, a je tedy prosté i na.

Bude se nam hodit rovnou vyf¥esit posledni podtlohu a najit gan[flran, na
coZ se bude hodit g, [id]kan = kan [id]gllj (uz vime, jak sestavit rqn[id] 5, ). P
vypoctu inverzu jen nezapomenme, Ze pracujeme nad Zs:

01 0|1 0 O 10 04 31
12 3010 ~~ 10101 0 O
3 0 1|0 0 1 0 0 1|3 1 3



Dostavame

kan [f]kan = kan[f]BU * By [id]kan

1 2 0 4 3 1
=12 1 0 1 0 0
1 1 4 3 1 3
1 3 1
=14 1 2
2 2 3
Vektor (1,1,1)T se proto zobrazi na
1 3 1 1 0
4 1 2).11) =12
2 2 3 1 2

Abychom zjistili, co je piedobraz (2,1,2)T, potfebujeme znovu pouzit gaus-
sovku na nalezeni inverzu (rovnou pisu vysledky):

f71(2a 17 2) = kan[fil}kan : (2; 17 2)T = kan[f]l:aln ' (2’ 15 2)T

4 3 0\ /2
=12 1 2] |1
1 4 4/ \2
1
=14
4

Uloha 4. Vzpomeiime na vektorovy prostor RT nad R s operacemi

rdYy =2y
a®r=zx"

Rozhodnéte, zda je logaritmus (funkce log : R* — R) z tohoto prostoru do R
(nad R) linearni zobrazeni (a jak by mohla vypadat matice takového zobra-
zeni?).

Reseni: Ano, o linearni zobrazeni jde!
log(a ® ) = logz® = « - log(x),
log(x @ y) = logaxy = logx + logy.



Pracujeme s pifirozenym logaritmem, zvolme baze Br+ = {e}, Bgr = {1}.
(Kdybychom pracovali s logaritmem log,, o zdkladu k, za bdzi Br+ zvolme k,
vSechno ostatni je pak analogické.)

Protoze log e® = x, plati, Ze p,[log|p,, = (1).
Zkusme to jeSté ,otestovat®. Uvazme libovolné kladné ¢&islo x, které také mii-
Zeme zapsat jako eV (protoZe je kladné).

logx =loge¥ = g, [IOg]BR+ [»ﬂBRJr = 1) (y) = (y) = [yl Bs-

Skute¢né jsme dostali soufadnice pfirozeného logaritmu ¢isla x.

Uloha 5. Mé&jme linearni zobrazeni f : U — V zadané maticovym piedpisem
A = p,[f]B,- Ukazte, ze matice RREF(A) reprezentuje stejné zobrazeni, ale
vzhledem k jinym bézim.

Regeni: Vztah mezi A a RREF(A) dobie zname. Kazda elementarni fadkové
aprava odpovida nasobeni zleva néjakou ,,elementarni“ matici:

RREF(A)=E-A=E...E - A.

Elementéarni matice jsou pfitom regularni, nasobek regularnich matic je regu-
larni, a kazd4 regularni matice (tfeba nase F) odpovida néjaké matici prechodu
(resp. nad R nekonefné mnoha maticim prechodu; kazda baze se zobrazi na
néjakou jinou).

Pokud cokoli z pravé uvedeného neni jasné, promyslete, pro¢ to plati.
Odstupiiovany tvar lze obecné chapat jako

RREF(A) =E-A= Bs [id]B2 " Ba [ﬂBl = B3 [f]Bl
Jde tedy o matici stejného zobrazeni, ktera se 1isi jen vystupni bazi.

Uloha 6. Naleznéte jadro a obraz linearniho zobrazeni f : R™*" — R™*"
definovaného predpisem A — A + AT,

Reseni: Jadro Ker f je tvofeno témi maticemi, které se zobrazi na matici nu-
lovou. Jsou to pravé, muzeme Fict, antisymetrické matice, pro které A;; =
—Aj; Vi,j € n (specialné diagonala takovych matic musi byt nulova). Kerf je
@—dimenzionélni podprostor prostoru R™*™, -

n+1

Obraz f(R™™™) tvoii zase v8echny symetrické matice, ma dimenzi 55— (tu

musi mit i proto, Ze obecné dimenze vstupniho prostoru linearniho zobrazeni



odpovida sou¢tu dimenzi jadra a obrazu). Kazdou symetrickou matici A do-
staneme jako vyhodnoceni f v matici, kterd se v hornim trojuhelniku shoduje
s A a pod diagonalou ma nuly.

Uloha 7. Uvazme dvé linearni zobrazeni f,g : R® — R3 zadan4 maticemi
3 1 3 1 1 1
B[f]k:an = 1 01 5 B[g]kan = 1 2 1 5
2 1 2 1 1 3

kde B = {(1? 0) _1)Ta (17 17 O)Ta (17 _2a I)T} Uréete kan [g o f]kan-
Resend: Sta¢i doplnit ty spravné matice prechodu:
kan[g o f]kan = kan[id]B . B[g}kan . kan[id}B : B[.ﬂkan,

pritom, jak uZz jsme nékolikrat vidéli, nalézt p.,[id]p je snadné. Stac¢i vlozit
bazické vektory do sloupcti.

Dostaneme
1 1 1 1 1 1 1 1 1 31 3
0 1 -2 1 2 1 01 -2 1 0 1
-1 0 1 1 1 3 -1 0 1 2 1 2
1 -2 1
=(-1 -2 -1
—2 0 -2

Uloha 8. Co je obrazem prostoru span{sin z, cos z} pfi zobrazeni matici (9 )
od baze {cosx — sinz,sinx} k bazi {cosz + sinx, cosz}?
Regeni: Matice nam Fika:
f(cosz —sinz) =0- (cosz +sinx) + 1 - cosx = cosx
f(sinz) =0 (cosz +sinz) +1-cosz = 0.
Dostavame f(span{sinz, cosx}) = span{f(sinx), f(cosz)}, p¥icemz f(cosz) =

f(cosz —sinz) — f(sinz) = f(cosz —sinz) — 0.
Jinak FeGeno, obrazem je prostor span{0, cosx} = span{cosz}.

(Jadrem zobrazeni je span{sinx}.)



Uloha 9. Bud f : U — V linearni zobrazeni a W podprostor f(U). Dokaite,
ze tzv.uplny vzor

F7IW) ={z € Us f(z) e W}

je podprostor prostoru U.

Resent: W je vektorovy prostor, takze nutné o € W, a z linearity f plati
£(0) = o (jinak bychom méli f(z) = f(z + o) = f(z) + f(0) # ().

f~1(W) tedy obsahuje nulovy vektor. Reknéme, ze U a V jsou prostory nad
télesem T a uvazme libovolné o € T a x,y € f~H(W), tedy mame f(z) =a €
W, fly)=beW.

W je vektorovy prostor a a + b i « - a jsou prvky W. Z definice linearniho
zobrazeni dostéavame:

a+b=f(z)+fly) = flx+y)a-a=af(z)= flax).

Mnozina f~1(W) tedy obsahuje o a je uzaviena na séitan{ a skalarni nasoben.
Je tudiz vektorovym podprostorem prostoru U.



