Reseni cvic¢eni 12

Kvizova otazka: Pro linearni zobrazeni f : R?*? — R2*2 dané predpisem
f(A) = A — AT rozhodnéte, které vektory patif do jadra a které do obrazu.
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Reseni: Mizeme rozmyslet, e pro A = (ab) plati

=(.2 “09)

takZe kazda matice z obrazu f musi byt tvaru ( 9 ”5) (neni nic specialniho

na dimenzi 2 x 2; takova ,antisymetrie“ plati pro obecné zobrazeni A — A —
AT). Naraz je snadno vidét, 7e kazda matice takového tvaru je obrazem n&jaké
matice.

Také muzeme rozmyslet, Ze z definice jadro tvofi pravé symetrické matice.
Ted uZz snadno vidime, Ze a) pat¥i do jadra, ale ne do obrazu, b) do obojiho,
c) jen do jadra a d) jen do obrazu.

Uloha 1. Rozhodnéte, zda je zobrazeni f : R3 — R? dané predpisem
f(xayaz) = (.’E+y—22, y—z x_y)T

izomorfismem R3 na sebe sama (tzv. automorfismem).

Reseni: 7 prednéasek vime, Ze linearni zobrazeni je izomorfismus pravé tehdy
kdyZ je jeho matice (vaéi kterymkoli bazim) regularni. V naSem pfipadé snadno
ovéfime, Ze to f nespliuje:

1 1 -2 1 1 -2
k:an[f]kan =10 1 -1 ~n 01 -1 )
1 -1 0 0 0 0

takze f neni automorfismus.

Uloha 2. Jak z matice g, [f]p, pozname, zda je zobrazeni f : U — V prosté,
resp. ,,na‘?



Reseni: f je prosté pravé kdyz f(z) = 0 jen pro nulové z. Jinymi slovy,
By |f]By - v musi platit jen pro nulovy vektor v. Jesté jinymi slovy, g, [f]s,
musi mit linearné nezavislé sloupce.

Linearni zobrazeni f je na pravé kdyz dimenze jeho obrazu je rovna dimenzi
V' (pak uZz nutné dostaneme cely prostor V jako obraz). Tim padem je f na
pravé pokud rank(p, [f]B,) je roven poctu fadka g, [f]B,, tj. po¢tu vektori
béaze prostoru V. Jinymi slovy, f je ,na“ pravé tehdy kdyZ g, [f] 5, ma linearng
nezavislé radky.

MizZeme si jesté vS§imnout, Zze jsme znovu nahlédli, co uz vime: Ze f je izomor-
fismus (prosté a na zaroven) pravé kdyz jeho matice je regularni.

Uloha 3. Najdéte linearni zobrazeni g : R3 — P? takové, aby

Fla(f(P?) = £(P?),
pokud linearni zobrazeni f : P? — R? definujeme predpisem

flaz> + bz +c)=(a+2b+¢, a+b—c, 2a+3b)T  (proa,b,c € R).

Resent: Definujme bézi B = {z?% x,1} prostoru P? a ozna¢me jako K kano-
nickou bazi prostoru R3. Pak

1
A:ZK[f]B: 1
2

Chceme, aby funkce f o go f méla stejny obraz, jako f. Obraz f pfitom od-
povida dvoudimenzionalnimu sloupcovému prostoru S(x[f]p) generovaného
napf. prvnimi dvéma sloupcovymi vektory (jak se za chvili také presvédéime
pomoci Gauss-Jordanovy eliminace). Chceme docilit toho, aby x[f o go flB
mélo stejny sloupcovy prostor jako g[f]s. My pfitom dokonce umime docilit
toho, aby se matice k[f]p a k[f o g o f|p shodovaly v prvnich dvou sloupcich.
NaSe p[g]x najdeme pomoci Gauss-Jordanovy eliminace:

12 1]/1 00 10 =3|-1 20
11 1[0 1 0] ~~ [0 1 2| 1 =1 0] =(4]5ldx).
23 0]/0 0 1 00 0]-1 -1 1

Tim jsme se nejen piesvédéili, ze prostor S(x[f]p) je generovany prvnimi
dvéma sloupci g[f]p (protoze prvni dva sloupce jsou bazické), ale nasli jsme



taky matici glg]x takovou, Zze glglx - A = A’ a diky tvaru matice A’ se
klfogofls = A Blglxk-A = A-A v prvnich dvou sloupcich shoduje s
A.

Mizete ovéfit, Ze matice g[f o g o f]p mé (stejné jako A) hodnost 2 a jeji
sloupcovy prostor je generovany prvnimi dvéma sloupci. Neni to ale potfeba,
protoze nasobek matice A obecné nemuZze mit vyssi hodnost nez A.

Abychom neskon¢ili jen u matice, zobrazeni g miZeme taky dat predpisem

gla,b,c) = (2b—a)z> + (a —b)x —a —b+c.

Uloha 4. Naleznéte matici A, ktera splituje zaroveii obé podminky:
e Ker(A4) =span{(1,-1,-1)T, (1,1,-3)T},
e Ker(AT) =span{(1,2,4)T, (0,1,1)T}.

Regeni: Dostali jsme jadra definovana dvéma linearné nezéavislymi vektory (v
obou pfipadech, jinak by ani takovd A rozméru 3 x 3 neexistovala). Budeme
tak hledat A € R3*3 hodnosti 1. Jinymi slovy, budou existovat takové vektory
u,v €ER3, 7e A=u-0T.
Co nam fika zadani je, ze

1 1 1 0
T l=1]=0T[=-1]=0a ' [2]=4"]1]=0.
-1 -3 4 1

To jsou dvé soustavy dvou linearnich rovnic. Ob& maji 1D mnoZinu FeSeni (jak
uz jsme nahlédli nahote, kdyz jsme konstatovali linedrni nezavislost zadanych
vektorit). Nag ukol je jen vybrat n&jaka nenulova feSeni. Tak tieba

U= (_2a _17 1)Ta

vi=(2,1,1)7T,

coz vede na matici

-4 -2 =2
A=w"=[-2 -1 -1
2 1 1



Reseni 5. Rozhodnéte a zdiivodnéte, ktera tvrzeni jsou pravdiva:

5a) ,,V kazdém télese charakteristiky 2 plati (a + a)b = a(b + b).“
To plati, protoze (a +a) =a(l+1)=a-0=0=>b-0=5b(1+1) = (b+b). Na
obou stranach je nula.

5b) ,Budte A, B € R™*™ matice stejné hodnosti. Pak A lze elementarnimi
radkovymi upravami prevést na B.“

To nemusi platit. Napt (1 0) a (O 1) jsou dvé matice hodnosti 1, ale fadko-
vymi dpravami jednu z druhé nedostaneme, protoze maji nenulové hodnoty v
ruznych sloupcich.

Vime ale, Ze napiiklad dvé regularni matice stejné hodnosti (tedy stejnych
dimenzi n X n) na sebe fadkovymi Gpravami prevést jdou.

5¢) ,,V prostoru R? existuje &tvefice nenulovych vektorii {u, v, w, z} takova, Ze
{u,v,w} je béaze, ale 7adna jina trojce baze neni.“

Kdyz jsou vektory nenulové, tak tohle neplati, jak vime z lemmatu o vyméné
z prednasky.

5d) ,Pocet linearnich zobrazeni mezi prostory Z3 — Z3 je 3.«
Ano, to plati. Vime, Ze linearni zobrazeni odpovidaji 1 : 1 maticim zobrazeni,
a v naSem pfipadé ptjde o matice typu Zg“, kterych je 324.



